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Resume. Nous etudions I'anneau des fonctions rationnelles qui se pro- 
longent par continuite sur R". Nous etablissons plusieurs proprietes alge- 
^SJ ' briques de cet anneau dont un Nullstellensatz fort. Nous etudions les pro- 

prietes schematiques associees et montrons une version regulue des Theo- 

■ remes A et B de Cartan. Nous caracterisons geometriquement les ideaux 

premiers de cet anneau a travers leurs lieux d'annulation et montrons que 

^ —f . les fermes regulus coincident avec les fermes algebriquement constructibles. 
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^ ■ 1. Introduction 

Des que Ton a tente de developper la geometric reelle algebriqucQ selon le 
modele de la geometric algebrique complexe, des obstacles sont apparus. L'un 
des exemples les plus emblematique etant que les versions algebriques com- 
^ ■ plexes des Theoremes A et B de Cartan telles qu'elles ont ete demontrees par 

^ ■ Serre \2A\ 2.4] n'ont pas trouve leurs analogues en geometric reelle algebrique. 

Dans la theoric regulierc telle que developpec dans [H Chapitre 3], aucun des 
Theoremes A et B de Cartan n'est valable[|. De meme a travers I'approche 
Nash de la geometric reelle algebrique, les Theoremes A et B de Cartan ne 
sont pas verifies[|. Dans cet article, nous proposons une approche nouvelle de 
la geometric reelle algebrique, basee sur les fonction rationnelles continues, et 
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1. La geometrie reelle algebrique etudie les varietes reelles possedant une structure 
algebrique, alors que la geometrie algebrique reelle etudie les varietes algebriques complexes 
munies d'une structure reelle, cf. [4] Chap. 3]. 

2. Voir [4] Exemple 12.1.5] pour un contre-exemple au Theoreme A, et ^ Theorem 1] 
pour un contre-exemple au Theoreme B en geometrie reelle reguliere. 

3. Voir 13 pour des contre-exemples en geometrie reelle Nash. 
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plus generalement les fonctions rationnelles de classe C , qu'on appellera k- 
regulues. Ces fonctions constituent un assouplissement des fonctions regulieres 
lorsque k < oo pour lesquelles les analogues des Theoremes A et B de Cartan 
deviennent valables (cf . 14.461 et I4.47P . 

Avant de donner un apergu des principaux resultats de cet article, il convient 
de rappeler certaines notions de geometric reelle algebrique. Suivant un abus 
courant en geometric algebrique, on dira qu'une fonction rationnelle sur R" 
(cf. 12.81 pour une definition formelle) est une fonction a valeurs reelles / 
definie sur un ouvert de Zariski non vide U de R" telle qu'il existe des 
polynomes p,q R[Xi, . . . , X„] pour lesquels 



pour chaque x & U. Cette ecriture fractionnaire sous-entend que la fonction 
polynomiale q ne s'annule pas sur U. Deux fonctions rationnelles sur R" sont 
alors egales si elles coincident sur un ouvert de Zariski non vide contenu dans 
leurs domaines de definition. Une fonction rationnelle / sur R" possede un plus 
grand ouvert de Zarsiki sur lequel elle est definie (cf. [U Proposition 3.2.3]). 
On appelle cet ouvert le domaine de /, et on le note dom(/). On note pol(/) 
le complementaire du domaine de definition. A titre d'exemple, le domaine 
de la fonction rationnelle / sur R definie par f{x) = 1/x est egal a R \ {0} 
et pol(/) = {0}. L'ensemble des fonctions rationnelles sur R" est un corps et 
s'identifie au corps des fractions rationnelles R(Xi, . . . 

Une fonction rationnelle / sur R" est une fonction reguliere sur R" si elle 
est definie sur R" tout entier, i.e., si dom(/) = R" [4, Definition 3.2.1]. A 
titre d'exemple, la fonction rationnelle f{x) = l/(x^ + 1) est reguliere sur R. 
L'ensemble des fonctions regulieres sur R" est un sous-anneau du corps des 
fonctions rationnelles sur R", que nous noterons 7?.°°(R"'). Nous justifierons 
plus loin ce clioix de notation. 

Dans ce travail, nous nous proposons done d'etudier les fonctions rationnelles 
sur R" qui s'etendent par continuite a R" tout entier. Par «continuite» on 
entend ici la continuite par rapport a la topologie euclidienne. Remarquons tout 
de suite qu'une fonction rationnelle sur R" etant continue sur son domaine de 
definition, il s'agit de fonctions qui s'etendent par continuite a leur lieu polaire. 
Plus precisement, une fonction regulue sur R" est une fonction a valeurs reelles 
definie en tout point de R", qui est continue pour la topologie euclidienne et 
dont la restriction a un ouvert de Zariski non vide est rationnelle. A titre 
d'exemple, la fonction reguliere 



sur R2 \ {0} s'etend par continuite en I'origine et definit done une fonction 
regulue sur R^. Son graphe est la toile du celebre parapluie de Cartan 
(voir 15.1^ . L'ensemble des fonctions regulues sur R" est un sous-anneau du 
corps R(R") des fonctions rationnelles sur R"-, que nous notons 7^°(R"). Une 
fonction reguliere sur R" etant evidemment regulue, on obtient une cliaine de 
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sous-anneaux 

^oo(j^n) C 7^°(R") C R(R"). 

Plus generalement, une fonction sur R" est k-regulue, si elle est a la fois 
reguliere sur un ouvert de Zariski non vide, et de classe sur R". Ici, k 
designe un entier surnaturel, i.e., k est ou bien un entier naturel, ou bien k est 
egal a cc. A titre d'exemple, la fonction reguliere 

f{x,y) 



sur R2 \ {0} s'etend par continuite en I'origine et definit une fonction k- 
regulue sur R^, si k est un entier naturel. Nous demontrons (cf. Tlieoreme l3.3p 
qu'une fonction oo-regulue sur R" est necessairement reguliere. Pour k un 
entier surnaturel, I'ensemble des fonctions /c-regulues est un sous-anneau du 
corps R(R") des fonctions rationnelles sur R"', que nous notons 71^ (R"). 
Notons qu'il n'y a pas de conflit de notation ni avec I'anneau des fonctions 
regulues 7^''(R"), ni avec I'anneau de fonctions regulieres 7^°°(R'^) introduits 
ci-dessus. On a une cliaine de sous-anneaux 

7e°°(R") c . . . c 7e2(R") c 7^l(R") c 7e°(R") c r(r"). 

Le plus petit de ses sous-anneaux est egal a I'intersection de tous les autres 
sous-anneaux de la cliaine, i.e.. 



7e°°(R") = f] 7^'=(R"). 



fcGN 



Dans un premier temps nous determinons les proprietes algebriques de 
I'anneau TZ^(R"') des fonctions /c-regulues sur R", ou k est un entier naturel. 
Ces anneaux ont ete assez peu etudies ; les seules references qui nous sont 
connues etant |17| 115) . L'anneau 7^°°(R") des fonctions regulieres sur R"", 
en revanche, a attire beaucoup d'attention f¥]. Nous montrons que 7^'^(R") 
est un anneau non-noetherien pour lequel le Nullstellensatz est valable (I4.25p . 
Cela est d'autant plus remarquable que I'intersection de tous ces anneaux, a 
savoir 7^°°(R"), est un anneau noetherien pour lequel le Nullstellensatz n'est 
pas valable ! Une version affaiblie du Nullstellensatz est neanmoins vraie pour 
TZ°°(Tl"'), cette version fait intervenir le radical reel d'un ideal de fonctions 
regulieres [U § 4.4]. Ce Nullstellensatz reel, bien qu'interessant en lui-meme, 
ne repare en rien le defaut accablant de I'anneau des fonctions regulieres qui 
est de posseder trop d'ideaux premiers, ce qui ne manque pas de poser des 
problemes en geometrie reelle reguliere. Nous verrons, en revanche, que la 
geometric reelle fc-regulue, pour k fini, ne pose pas ces problemes, et, de ce 
fait, se rapproche plus de la geometrie algebrique sur un corps algebriquement 
clos que la geometrie reelle reguliere. 

Malgre le caractere non noetherien de I'anneau 7^'^(R"), son usage reste 
raisonnable en geometrie algebrique car nous demontrons que son spectre 
de Zariski Spec7^'=(R'') est un espace topologique noetherien. De maniere 
equivalente (grace a la validite du Nullstellensatz justement) I'ensemble R" 
muni de la topologie /c-regulue est un espace topologique noetherien, lorsque k 
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est fini (cf . I3.15P . On entend par «topologie A;-regulue» la topologie doiit une 
base de fermes est la collection des sous-ensembles de la forme 

Zif) = {x G R" I fix) = 0}, 

ou / est /c-regulue sur R". Cette topologie est strictement plus fine que la 
topologie de Zariski sur R", lorsque n > 2. Cette derniere pouvant egalement 
etre denommee topologie reguliere ou oo-regulue. 

Dans un deuxieme temps, nous posons les bases de I'etude des varietes 
regulues abstraites. Nous revenons sur un fibre en droites regulier patliologique 
sur R2 bien connu qui n'est pas engendre par ses sections regulieres globales [U 
Example 12.1.5], et montrons que cette pathologic disparait si on le considere 
comme fibre en droite regulu. Nous en deduisons alors la validite des Theoremes 
A et B de Cartan dans le cadre regulu (14.461 et l4.47p . 

Nous concluons par un chapitre consacre a la caracterisation geometrique 
des fermes regulus de R"' et montrons un resultat fondamental : les fermes 
regulument irreductibles de R"' coincident avec les sous-ensembles algebrique- 
ment constructibles fermes de R" (Theoreme. 15. 4p . Dans le cas des courbes et 
des surfaces, nous poussons notre etude et proposons en particulier une relec- 
ture regulue des fameux parapluies de Cartan, de Whitney, et d'un parapluie 
de Kollar. Nous introduisons aussi un nouveau parapluie cornu (|5.14p . 

A notre connaissance, les fonctions regulues ont ete etudiees de fagon sys- 
tematique pour la premiere fois par Kucharz dans |17| (ou elles sont appelees 
continuous rational). Dans son article, Kucharz montre que ce sont les bonnes 
fonctions pour approcher le plus algebriquement possible les fonctions conti- 
nues. II demontre notamment que toute classe d'homotopie d'une application 
continue entre deux spheres de dimensions quelconques contient une applica- 
tion regulue, la ou les applications polynomiales et regulieres font defaut ! 

Dans [15j, Kollar etudie la restriction des fonctions regulues a une sous- 
variete algebrique reelle, ainsi que I'extension de ces fonctions d'une sous- 
variete a la variete ambiante, cf. 14.391 Notre definition de fonction regulue sur 
les varietes singulieres (cf. I2.15P coincide dans les cas que Kollar considere avec 
ce qu'il appelle les fonctions rationnelles continues her edit air ement rationnelles. 

Objets naturels, les fonctions regulues apparaissent aussi dans des resultats 
anterieurs. En 1978, voir [TJ p. 369], Kreisel remarque (sans employer le terme 
"fonction regulue" bien sur) que le Positivstellensatz de Stengle [26j permet 
de representer tout polynome / G R[Xi, . . . ,X„] positif sur R" comme une 
somme de carres de fonctions regulues sur R". 

II est a noter que I'etude des isomorpliismes oo-regulus sur les surfaces a 
connu recemment des progres importants, cf. e.g. p| U H [T6 | |3]. 

Remerciements. Nous remercions J. Kollar pour nous avoir transmis une 
version preliminaire de son article, ainsi que M. Coste, L. Evain, W. Kucharz, 
K. Kurdyka, D. Naie et A. Parusihski pour I'interet precoce qu'ils ont porte a 
nos travaux et pour leurs suggestions qui ont contribue a ameliorer cet article. 



FONCTIONS REGULUES 



5 



2. VARIETES REELLES ALGEBRIQUES ET FONCTIONS REGULIERES 

Ensemble des zeros d'une fonction reelle. Soit n un entier naturel. On 
definit, de maniere generale, I'ensemble des zeros et I'ensemble des non zeros 
d'une fonction reelle sur R", ou d'un ensemble de fonctions reelles : 

Notation 2.1. Soit /: R^^R une fonction reelle sur R". On note Z{f) 
I'ensemble des zeros de / dans R", i.e., 

Z{f) = {pe R"| f{p) = 0}. 

L'ensemble des non zeros de / est 

P(/) = {pGR-|/(p)7^0}. 

Soit E un ensemble de fonctions reelles sur R". On note Z{E) I'ensemble des 
zeros communs des fonctions dans E, i.e., 

z{E) = n z{f), 

f€E 

On a les proprietes habituelles suivantes : 

Proposition 2.2. Soit n un entier naturel. 

(1) Z{1) = % et Z{%) = R". 

(2) Soit Ea, a E A, une collection d'ensemhles de fonctions reelles sur R". 
Alors 

(3) Soient Ei,...,Em un nomhre fini d'ensemhles de fonctions reelles 
sur R", oil m est un entier naturel. Alors 

Z{Ei ■...■E^)= Z{Ei) U • • • U Z{E^). 

(4) Soit E un sous- ensemble d'un anneau A de fonctions reelles sur R"". 
Alors Z{E) = Z{I), oil I est I'ideal de A engendre par E. □ 

Un propriete moins habituelle, mais cruciale en geometric reelle, est la 
suivante : 

Proposition 2.3. Soit n un entier naturel. Soit A un anneau de fonctions 
reelles sur R", et soient /i, . . . , un nomhre fini d'elements de A. Alors, il 
existe une fonction reelle f & A telle que 

Z{f)=Z{f^,...,fm). 

Plus precisement, la fonction f = fi + ■ ■ ■ + fm convient. □ 

Rappelons qu'un sous-ensemble F dc R" est un ferme de Zariski, s'il existe 
un sous-ensemble E de I'anneau des fonctions polynomiales reelles sur R" tel 
que 

Z{E) = F. 

Comme ce dernier anneau est isomorphe a I'anneau noetherien des polynomes 
reels R[xi, . . . ,Xn], un sous-ensemble F de R'* est un ferme de Zariski si et 



6 



G. FICHOU, J. HUISMAN, F. MANGOLTE, J.-P. MONNIER 



seulement s'il existe un nombre fini de fonctions polynomiales /i, . . . , /m sur R"" 
telles que 

Z{fi,...,U) = F. 

En appliquant la proposition precedente 12. 3^ on pourra encore dire qu'un sous- 
ensemble F de R" est un ferme de Zariski si et seulement s'il existe une fonction 
polynomiale / sur R" telle que 

Z{f) = F. 

Les fermes de Zariski de R" constituent la collection des fermes d'une 
topologie sur R", la topologie de Zariski sur R". 

Fonctions regulieres sur R". Soit n un entier naturel, et U un ouvert de 
Zariski de R". Soit / une fonction reelle sur [/, et x G U. La fonction / est 
reguliere en un point x s'il existe un voisinage Zariski ouvert V de x dans U 
et des fonctions polynomiales p et q sur R" tel que f{y) = p{y)/q{y) pour 
tout y (zV, ovL il est sous-entendu que q ne s'annule pas sur V. La fonction / 
est reguliere sur U si elle est reguliere en tout point de U. On note Q{U) 
I'ensemble des fonctions regulieres sur U. Get ensemble est une algebre reelle 
de maniere evidente. 

Soit V un ouvert de Zariski contenu dans U, la restriction a V d'une 
fonction reguliere sur U est reguliere sur V. II s'ensuit que Q est un prefaisceau 
d'algebres reelles sur R". Compte tenu de la definition locale d'une fonction 
reguliere, il est evident que Q est un faisceau sur R". 

Soit X un point de R". La fibre Qx s'identifie avec I'algebre reelle locale des 
fonctions rationnelles p/q definies en x, i.e., q{x) ^ 0. Le faisceau Q sur R" 
est done un faisceau en algebres reelles locales. 

II est remarquable que les sections du faisceau Q au-dessus d'un ouvert de 
Zariski U de R" admettent une description globale (cf. Proposition 3.2.3]) : 

Proposition 2.4. Soit n un entier naturel, et U un ouvert de Zariski de R". 
Soit f une fonction reelle sur U . Alors f est reguliere sur U si et seulement s'il 
existe des fonctions polynomiales p et q sur R" telles que f{x) = p{x)/q{x), 
avec q{x) ^ 0, pour tout x G [/. 

Demonstration. Voir Proposition 12.51 ci-dessous ou on demontre I'enonce dans 
un cadre plus general. □ 

Varietes reelles algebriques aflRnes. Soit n un entier naturel, et F un ferme 
de Zariski de R". On considere F muni de la topologie induite par la topologie 
de Zariski, qu'on appelle topologie de Zariski sur F. Notons que cette topologie 
est encore noetherienne. 

Soit X le faisceau d'ideaux de Q des fonctions regulieres s'annulant sur F. Le 
faisceau quotient Q/T sera note Qp. Son support est egal a F. De ce fait, on 
considere Qp comme un faisceau sur F. C'est une faisceau en algebres reelles 
locales de corps residuel R. On pent done le considerer comme un sous-faisceau 
des fonctions reelles sur F, et on I'appelle le faisceau des fonctions regulieres 
sur F. 

On a a nouveau une description globale des sections de Qp (cf. [4, Proposi- 
tion 3.2.3]) : 
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Proposition 2.5. Soit n un entier naturel, et F un ferme de Zariski de R". 
Soit U un ouvert de Zariski de F et soit f une fonction reelle sur U . Alors f 
est reguliere sur U si et seulement s'il existe des fonctions polynomiales p et q 
sur R" telles que f{x) = p{x)/q{x), avec q{x) ^ 0, pour tout x U . 

Pour la commodite du lecteur, on reproduit la demonstration de [H Propo- 
sition 3.2.3]. 

Demonstration. II suffit de demontrer I'implieation direete. Supposons done 
que / est reguliere sur U. Comme la topologie de Zariski sur F est noetherienne, 
il existe un recouvrement ouvert fini {Ui,...,Um} de U et des fonctions 
polynomiales pi,qi, . . . ,pm,qm sur R" telles que fi{x) = Pi{x)/qi{x) pour 
tout X G Ui, pour i = l,...,m. Soit une fonction polynomiale sur R" 
avec 2{si) = F \ Ui, pour tout i. Montrons que 

J. _ sfpiqi H h sl^pmqm 

slqf + • • • + s^qm 

sur U . 

Montrons d'abord que le second membre, qu'on notera g dans la suite, est 
bien une fonction reguliere sur U. Soit x G C/. II existe i avec x (z Ui. On a 
done sj{x)qf{xi) > 0. Comme s'j{x)qj{x) > 0, pour j ^ i, le denominateur de g 
ne s'annule pas en x. Le second membre est done bien une fonction reguliere 
sur U. 

II reste a montrer que f = g sur U. Soit x (z U. Soit / I'ensembles des 
indices i pour lesquels x € Ui. Lorsque i € /, on a f{x) = pi{x)/qi{x), et done 
aussi 

sl{x)qffix) = sjpi{x)qf{x) . 

Observons que cette derniere formule est egalement valable lorsque i ^ I 
puisque Si{x) = dans ce cas. II s'ensuit que 

{sl{x)qj{x)-\ hs^(x)g^(x))/(x) = {sl{x)pi{x)qi{x)^ hsl,{x)p„i{x)qm{x)) 

et done aussi que f{x) = g{x). □ 

Definition 2.6. Une variete reelle algebrique ajfine est un espace localement 
annele {X,0), ou O est une faisceau en algebres reelles locales ayant la 
propriete suivante. II existe un entier naturel n et un ferme de Zariski F 
de R" tels que {F,Qf) soit isomorphe a {X,0). Si {X,0) est une variete 
reelle algebrique affine, on appellera encore sa topologie la topologie de Zariski 
sur X, et une section de O sur un ouvert U une fonction reguliere sur U. 

Remarque 2.7. On pourrait penser que cette definition induit une notion 
naturelle de variete reelle algebrique abstraite, mais I'interet d'une telle notion 
est limite par le fait que tout sous-ensemble localement ferme de R"^ (voire 
de P"(R)) muni de son faisceau naturel des fonctions regulieres est une variete 
reelle algebrique affine (voir ^ Proposition 3.2.10], jH Theoreme 3.4.4] et la 
remarque qui suit). 

Definition 2.8. Soit X une variete reelle algebrique affine. Une fonction 
rationnelle sur X est une classe d'equivalence de paires {f,U), ou U est un 
ouvert dense (i.e. non-vide) de X et / est une fonction reguliere sur U. Deux 
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telles paires (/, U) et (^f, V) etant equivalentes s'il existe un ouvert dense W 
de X contenu dans U OV tel que f^yy = g\w. 

Notons que cette derniere condition est equivalente a la condition 

f\ur\V = 9\ur\V ■ 

Soit / une fonction rationnelle sur la variete reelle algebrique affine X. 
Considerons I'ensemble F de tous les paires [g, V) qui sont equivalentes 
a (/, U). On introduit une relation d'ordre partiel sur F en definissant ((7, V) < 
{h, W) lorsque V C W. Comme O est un faisceau, I'ensemble T contient 
un plus grand element {g,V). Comme cet element est unique, on appelle V 
le domaine de definition de / et on le note dom(/). Du coup, on pourra 
egalement considerer / comme fonction reguliere definie sur dom(/), son 
extension rationnelle etant unique. 

Proposition 2.9. Soit X une variete reelle algebrique affine et f une fonction 
rationnelle sur X . Alors il existe des fonctions regulieres p et q sur X, avec 
q sur dom(/), telles que f = p/q sur dom(/). 

Demonstration. Consequence immediate de la Proposition 12.51 □ 

Remarque 2.10. Si X est un ferme de Zariski de R", pour un certain entier 
naturel n, on pent meme supposer que p et q sont des fonctions polynomiales 
avec les proprietes voulues. 

Soit X une variete reelle algebrique affine. L'ensemble des fonctions ration- 
nelles sur X est un anneau de maniere evident, I'anneau total des fonctions 
rationnelles sur X. On le note R(X). 

Proposition 2.11. Soit X une variete reelle algebrique affine irreductible. 
Alors 'R(X) est un corps. 

Proposition 2.12. Soit X une variete reelle algebrique affine et Xi, . . . ,Xm 

ses composantes irreductibles. Les morphismes de restriction R(X)— 7'R(Xj) 
induisent un isomorphisme d'algebres reelles 

m 

n{X) ^\{Yi{Xi). 

1=1 

En particulier, I'anneau R(X) est un produit de m corps. 
Varietes reelles algebriques affines lisses. 

Definition 2.13. Soit X une variete reelle algebrique affine. La variete X est 
lisse en un point x de X si I'anneau local Ox est regulier. La variete X est 
lisse si elle Test en chacun de ces points. 

On rappelle le resultat suivant (cf. [4, Proposition 3.3.10]) : 

Proposition 2.14. Soit X une variete reelle algebrique affine et Xi, . . . ,Xm 

ses composantes irreductibles. Alors, X est lisse si et seulement si 

(1) X est reunion disjointe des Xi, et 

(2) chaque variete reelle algebrique affine Xi est lisse. □ 
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On va definir la notion de fonction fc-regulue sur une variete reelle algebrique 
affine lisse. Kollar montre par un exemple qu'une fonction rationnelle sur une 
surface reelle algebrique affine singuliere qui s'etend par continuite a toute la 
surface peut avoir des proprietes non souhaitables \15\ Ex. 2]. 

Remarquons que si X est une variete reelle algebrique affine lisse, alors X 
possede une structure sous-jacente de variete differentiable de classe C'^, pour 
tout entier surnaturel k. Pour /c = 0, on considere la variete topologique sous- 
jacente a X, done munie de la topologie euclidienne. 

Definition 2.15. Soit k un entier surnaturel. Soit X une variete reelle 
algebrique affine lisse, et soit / une fonction reelle sur X. La fonction / est 
k-regulue sur X si 

(1) / est de classe sur X, et 

(2) il existe un ouvert de Zariski U dense dans X tel que /[(/ est reguliere. 

On note 71^{X) I'ensemble des fonctions fc-regulues sur X. Get ensemble est 
de toute evidence un anneau. 

Pour une variete reelle algebrique affine lisse X donnee on dispose d'une 
suite croissante 

o{x) c 7^°°(x) c . . . c 7e^(x) c 7^°(x). 

3. Fonctions regulues sur les varietes affines 

Fonctions oo- regulues. Soit / une fonction reelle definie sur R". Le but 
de cette section est de demontrer que si / est oo-regulue sur R", alors elle 
est reguliere sur R". Get enonce est connu (voir par exemple |17| Proposition 
2.1]), mais nous allons en donner une nouvelle preuve. 

On a bien I'inclusion Q(R") C 7?.°°(R"). Le but de cette section est de 
montrer que cette inclusion est une egalite. Dans le reste de I'article, comme 
dans I'introduction, il sera ainsi justifie d'utiliser la notation 7^°°(R") pour 
I'anneau des fonctions regulieres sur R". 

Soit / une fonction reelle definie sur R". Rappellons que / est semi- 
algebrique si son graphe est un sous-ensemble semi- algebrique de R" x R ^ 
Definition 2.2.5]. Rappelons egalement que / est Nash si / est a la fois semi- 
algebrique et de classe C°° [T, Definition 2.9.3]. De maniere equivalente, / est 
Nash si / est une fonction analytique reelle et elle est algebrique sur I'anneau 
des fonctions regulieres sur R", i.e., il existe des fonctions polynomials 
ao , . . . , flrf sur R" telles que 

adf + ad-if'^-^ + --- + ao = 

sur R", ou a^i est non identiquement nulle [U Proposition 8.1.8]. 

Proposition 3.1 (Kucharz |17]). Soit n un entier naturel et k un entier 
surnaturel. Une fonction k-regulue sur R" est semi- algebrique. En particulier, 
une fonction oo-regulue sur R" est Nash. 

Demonstration. Soit / une fonction /c-regulue sur R". Notons U le domaine 
de / comme fonction rationnelle, et soient p et q deux fonctions polynomiales 
sur R" telles que f{x) = p{x)/q{x) pour tout x (z U. Glairement, le graphe 
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de la restriction de f a U est un sous-ensemble semi-algebrique de [/ x R. 
Comme / est continue, le graplie de la fonction / sur R" est I'adherence de 
I'ensemble precedent pour la topologie euclidienne dans R""^^. Or, I'adherence 
d'un ensemble semi-algebrique est semi-algebrique [H Prop. 2.2.2]. II s'ensuit 
que / est une fonction semi-algebrique. □ 

Corollaire 3.2. Soit n un entier naturel et k un entier surnaturel. Un sous- 
ensemble ferme k-regulu de R" est semi-algebriquement ferme. □ 

Theoreme 3.3. Soit n un entier naturel. On a 

7e°°(R") = Q(R"), 

i.e., une fonction reelle sur R" est oo-regulue si et seulement si elle est 
reguliere. 

Get enonce se generalise certainement au cas ou X est une variete reelle 
algebrique affine lisse mais la preuve en devient plus technique et ne nous 
semble pas apporter d'idee nouvelle. 

Demonstration. Comme une fonction reguliere est trivialement oo-regulue, il 
suffit de demontrer la reciproque. 

Soit U le domaine de la fonction rationnelle /. Ecrivons f = p/q, ou p et q 
sont des fonctions polynomiales sur R", q ne s'annulant pas sur U. On montre 
que la fraction rationnelle p/q est definie en tout point de R". Autrement 
dit, on montre que, pour tout x G R", la fraction rationnelle p/q appartient 
a I'anneau local des germes des fonctions regulieres en x. II suffit de le 
montrer pour x I'origine de R". 

D'apres la proposition precedente, la fonction / sur R"- est semi-algebrique. 
Comme / est de classe C°°, elle est Nash. Une fonction Nash sur R" est, 
en particulier, analytique reelle [H Proposition 8.1.6]. Du coup, / s'etend a 
un ouvert de contenant R" comme fonction analytique complexe, encore 
notee /. En particulier, / definit un germe d'une fonction analytique complexe 
en ayant la propriete que qf = p. La fonction polynomiale q divise done p 
dans I'anneau local T-Lq des germes des fonctions analytiques complexes en 0. 
Cela implique que q divise p dans la completion de Hq, a savoir I'anneau des 
series formelles complexes C[[xi, . . . , Xn]]- Ce dernier est aussi la completion 
de I'anneau local Oq des fonctions rationnelles complexes sur C" definies 
en 0. Comme ce dernier anneau est noetherien, q divise p dans Oq (cf. [27^ 
Corollary 2, p. 257]. Comme 

OonR(xi,...,x„) = Qo, 

la fonction rationnelle reelle p/q appartient a Qq. 

On a done demontre que / est une section globale du faisceau Q, i.e., / est 
une fonction reguliere sur R". □ 

Sous-ensembles A:-regulus de R". Soit n un entier naturel et k un entier 
surnaturel. Un sous-ensemble F de R" est un ferme k-regulu s'il existe un 
sous- ensemble E de 7^^(R") tel que 

Z{E) = F. 
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Remarquons que F n'est pas a priori le lieu des zeros communs d'un nombre 
fini de fonctions fc-regulues. Un sous-ensemble U de R" est un ouvert k-regulu 
si son complement aire est un ferme /c-regulu. Les ouverts /c-regulus de R" 
constituent une topologie sur R, la topologie k-regulue. 

Soit X un espace topologique. On rappelle que X est noetherien si et 
seulement si toute suite decroissante denombrable Fi ^ -^i+i, i € N, de 
sous-ensembles fermes de X est stationnaire. De maniere equivalente, tout 
recouvrement ouvert d'un ouvert de X contient un sous-recouvrement fini. 

Compte tenu du Theoreme l3.3| un ouvert oo-regulu de R" est un ouvert de 
Zariski, et reciproquement. Comme I'anneau des fonctions polynomiales sur R" 
est noetherien, la topologie de Zariski sur R" est noetherienne. II s'ensuit que 
la topologie oo-regulue sur R" est noetherienne. On verra ci-dessous qu'il en 
est de meme pour la topologie /c-regulue lorsque k est fini (voir Corollaire l3.15p . 

Si A; < A;', la topologie A;-regulue est plus fine que la topologie /c'-regulue. 
En particulier, La topologie /c-regulue est plus fine que la topologie de Zariski 
sur R". L'exemple suivant montre que la topologie A:-regulue est strictement 
plus fine que la topologie de Zariski, lorsque k est un entier naturel et n > 2. 

Exemple 3.4. Soit C la courbe cubique d'equation = — 1) dans R^. 
Comme le polynome definissant la courbe C est irreductible dans R[x,y], le 
sous-ensemble C de R^ est un ferme de Zariski irreductible. En particulier, la 
cloture de Zariski de C \ {0} est egale a C. 




Figure 1. Courbe cubique avec un point isole. 
Soit / la fonction rationnelle sur R^ definie par 

II est clair que / s'etend par continuite en une fonction regulue sur R^. On a 
f{0) = 1 et 2{f) = C\{0}. Remarquons que I'origine O est un point isole de 
la courbe C. Par consequent, C\{0} est regulument ferme dans R^, mais non 
ferme au sens de Zariski. En particulier, le ferme oo-regulu irreductible C n'est 
pas irreductible pour la topologie regulue sur R^ et s'ecrit comme reunion de 
deux sous- fermes regulus stricts. 



c = {c\{o})u{o}. 
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Pour montrer que C\{0} est un ferme fc-regulu, pour tout entier naturel k, 
on peut supposer que k + 1 est impair. Posons 

A = i-(i-/)'=+i. 

La fonction fk est bien A;-regulue sur R^, et, comme A; + 1 est impair, on a 
^ifk) = ^(/) = \ {O}. Cela montre bien que ce dernier ensemble est un 
ferme fc-regulu, pour tout entier naturel k. 

Get exemple represente en fait le cas general. En effet, on verra dans le 
Corollaire 15.51 que les topologies /c-regulue et fc'-regulue coincident pour k et k' 
des entiers naturels quelconques. 

Proprietes elementaires des fonctions A;-regulues sur R". Soit n un 
entier naturel et k un entier surnaturel. Dans ce paragraplie nous allons 
etudier les fonctions A;-regulues sur R", et les comparer avec d'autres classes 
de fonctions sur R". 

Dans I'enonce suivant, et dans le reste de I'article d'ailleurs, on utilise 
librement la notion de dimension, ou plutot de codimension, d'un ferme de 
Zariski de R"', et plus generalement d'un ensemble semi-algebrique de R" [U 
§2.8]. 

Proposition 3.5. Soit n un entier naturel et k un entier surnaturel. Soit 
f G 7^'^(R"). Soient p et q des fonctions polynomiales sur R" telles que 
f{x) = p{x)/q{x) pour chaque x G dom(/). Si p,q sont premiers entre eux, 
alors Z[q) C Z{p) et codimR^ Z[q) > 2. 

Demonstration. II suffit de montrer I'enonce lorsque A: = 0. Montrons d'abord 
I'inclusion Z{q) C Z[p). Soit x G Z{q). Comme q n'est pas identiquement 
nulle, I'ensemble de ses zeros Z{q) est nulle part dense dans R". II existe done 
une suite {xm) dans R" convergeant vers x telle que q{xm) 7^ 0, pour tout k. 
On a alors 

p{x) = limp(xm) = \iva.q{xm)f{xm) = q{x)f{x) = 0, 
i.e., X G Z{p). 

Montrons ensuite que codiia. Z{q) > 2. Par I'absurde, supposons que 
codim Z{q) < 1. Comme q n'est pas identiquement nulle, on a codim Z(q) = 
1. II existe done un diviseur irreductible q' de q dans R[3;i, . . . , x„] avec 
codim ^(g') = 1. D'apres ce qui precede, Z(q') C Z{p). Comme codim Z{q') = 
1, on en deduit que q' divise p |4l Th. 4.5.1, p. 85]. Cela contredit I'hypothese 
que p et q sont premiers entre eux. □ 

Comme on a vu, I'enonce ci-dessus peut etre considerablement renforce 
lorsque k = oo. En effet, dans ce cas la fonction / est reguliere et est de 
la forme p/q ou q ne s'annule pas sur R", i.e., Z{q) = 0. 

Corollaire 3.6. Soit n < 1 et k un entier surnaturel. Toute fonction k-regulue 
sur R" est reguliere. □ 



Corollaire 3.7. Soit k un entier surnaturel. Une fonction k-regulue sur R^ 
est reguliere en dehors d'un ensemble fini. □ 
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Corollaire 3.8. Soit n un entier naturel et k un entier surnaturel. Soit 
f € TZ^(R"'). Le lieu pol(/) oil f n'est pas une fonction reguliere est un ferme 
de Zariski de R" de codimension > 2. □ 

Une application de R" dans R™ est k-regulue lorsque toutes ses fonctions 
coordonnees le sont. II n'est pas clair que la composition de deux applications 
/c-regulues soit encore /c-regulue. Un cas ou c'est evident est le suivant : 

Corollaire 3.9. Soit i,m,n des entiers naturels et k un entier surnaturel. 
Soient 

/:R"^R™ et 5: R™^R^ 

deux applications k-regulues. Si I'image de f est de codimension < 1, alors la 
composition g o f: R"^R^ est k-regulue. □ 

On verra ci-dessous que la conclusion est valable meme si la codimension de 
I'image de / est plus grand que 1 (voir Corollaire I3.23p . 

Fonctions regulues et fonctions regulieres apres eclatement. Soit 
X C R™ une variete reelle algebrique lisse irreductible. Soit Y Q X une sous- 
variete reelle algebrique lisse. Soient /q, . . . , /fc des fonctions regulieres sur X 
engendrant I'ideal de Y dans X. Notons / I'application reguliere de X \ Y 
dans P'^(R) de coordonnees homogenes fo,...,fk- L'eclate Ey{X) de X le 
long de Y est la cloture de Zariski du graphe de / dans le produit X x P'^(R). 
L'eclate Ey{X) est encore une variete reelle algebrique affine. L'application de 
projection 

vr: EriX) — > X 

est une application reguliere, et bireguliere au-dessus de X \ Y. L'image 
reciproque de Y via vr pent s 'identifier avec le fibre normal projectif de Y 
dans X. 

Soit X C R™ une variete reelle algebrique lisse irreductible. Soit / une 
fonction reguliere sur X. On dit que / est localement monomiale sur X si pour 
tout p (z X il existe un systeme regulier de parametres locaux xi, . . . , x„ en p 
tel que 

/ = uxY • • • • • xj," 

dans I'anneau local TZ°°{X)p, ou u est inversible et € N, avec 

ii < ■■■ <in- 

Soit / une fonction reguliere sur X. Une composition (p: X^X d'eclate- 
ments de X est monomialisante pour f si f o cp est localement monomiale 
sur X. Dans ce cas, pour tout p & X, les entiers naturels ii, . . . comme 
ci-dessus, sont uniquement determines, a I'ordre pres. On les appelera les mul- 
tiplicites de / en p. 

En utilisant le tlieoreme de la resolution des singularites de Hironaka [IQJ, 
on demontre facilement qu'il existe une composition d'eclatements monomia- 
lisante pour toute fonction reguliere sur X : 

Theoreme 3.10 (Hironaka). Soit n un entier naturel. Soit f une fonction 
reguliere sur X . Alors, il existe une composition d'eclatements a centres lisses 



(f): X — yX 
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telle que la fonction reguliere 

fo(f):X — >R 

est localement monomiale, et (p est hireguliere au-dessus de I'ouvert de X ou 
grad(/) / 0. □ 

Soit X C R™ une variete reelle algebrique lisse irreductible. Une fonction 
continue sur X est reguliere apres eclatements (blow-regular, en anglais) s'il 
existe une composition d'eclatements a centres lisses <j) : X^X telle que f o (p 
est reguliere. Lorsque X = R", cette notion est analogue a celles des fonctions 
de Nash apres eclatements ou encore des fonctions analytiques reelles apres 
eclatements |18| . 

Une fonction sur X qui est reguliere apres eclatements est bien-silr regulue 
sur X. 

Theoreme 3.11. Soit X C R™ une variete reelle algebrique lisse irreductible. 
Soit f une fonction reelle sur X. La fonction f est regulue sur X si et seulement 
si f est reguliere apres eclatements. Plus precisement, f est regulue si et 
seulement s'il existe une composition d'eclatements a centres lisses 

(p: X — > X 

telle que la composition 

fo(j):X — ^R 

est reguliere. 

Demonstration. II est clair que / est regulue si / est reguliere apres eclatement. 
Montrons la reciproque. Soit / une fonction regulue. 

D' apres la Proposition 12.9^ on pent ecrire f = r/s avec r et s des fonctions 
regulieres sur X. Appliquons le Theoreme 13. 101 a la fonction reguliere rs sur X. 
II existe done une composition d'eclatements a centres lisses 4> : X^X telle que 
rs o (j) est localement monomiale. II s'ensuit que r o et s o <j) sont localement 
monomiales de maniere simultanee. Soit p G X, et xi,...,Xn un systeme 
regulier de parametres locaux en p tel que 

r o (j) = ux^-^ ■ . . . ■ x^" et s o (j) = vx-{^ ■ . . . ■ x^^ , 

avec u et V inversibles en p. Soit Y Q X un ferme strict tel que <j) est bireguliere 
au-dessus de X \ y. Soit (pk) une suite dans (j)~^{X \ Y) convergeant vers p. 
Comme f o (p est continue, on a 

fiPip)) = lhnf{4>{pk)) = lim^^l^ = lim^xiipkr-^^: • .-XniPkY--'" ■ 

Comme cette limite existe pour toute suite [pk) convergeant vers p, on a > 
pour tout £ € {1, . . . , n}. Du coup, / est reguliere en p. □ 

Une fonction semi-algebrique /: R" — )• R est appelee analytique par 
arcs [19] si / o ^ est analytique pour tout arc analytique 'j: I ^ R", ou I est 
un intervalle ouvert de R. Dans |lj Thm. 1.1], Bierstone et Milman montrent 
que /: R" — )• R est analytique par arcs si et seulement si / devient analy- 
tique (et meme Nash) apres une suite finie d'eclatements a centres algebriques 
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lisses bien choisis. Comme une fonction reguliere est analytique, on obtient la 
consequence suivante du Theoreme 13.111 grace a la Proposition 13.11 : 

Corollaire 3.12. Soit n un entier naturel et k un entier surnaturel. Une 
fonction k-regulue sur R" est analytique par arcs. □ 

Remarque 3.13. II existe bien evidemment des fonctions analytiques par arcs 
qui ne sont pas regulues. Par exemple f{x,y) = \/ + est analytique par 
arcs [I] et n'est clairement pas regulue sur R^. 

On rappelle qu'un ensemble E semi-algebrique dans R" est dit symetrique 
par arcs si et seulement si pour tout arc analytique 7: ] — 1,1[— > R", si 
7(] — 1,0[) C E alors 7(] — 1,1[) ^ E, voir |19) . Le lien avec les fonctions 
analytiques par arcs est le suivant. Si / est une fonction analytique par arcs 
sur R", alors son lieu de zeros Z{f) est symetrique par arcs. 

Suivant les notations de [19j, on appelle ATZla, topologie dont les ensembles 
fermes sont les ensembles symetriques par arcs. Kurdyka a montre que la 
topologie ATZ est noetherienne Th. 1.4.]. On verra ci-dessous que la 
topologie ATZ est plus fine que la topologie regulue. On en deduira que la 
topologie A;-regulue est noetherienne, pour tout k. 

Proposition 3.14. Soit n un entier naturel et k un entier surnaturel. Soit F 
un ferme k-regulu de R". Alors F est un ensemble symetrique par arcs. 

Demonstration. Soit F = 2(E) un ferme /c-regulu de R". D'apres le Corol- 
laire 13.121 2(f) est symetrique par arcs, pour tout f ^ E. Comme les sous- 
ensembles symetriques par arcs sont les fermes d'une topologie, 

2(E) = n 2(f) 

est encore symetrique par arcs. □ 

Corollaire 3.15. Soit n un entier naturel et k un entier surnaturel. La 
topologie k-regulue sur R" est noetherienne. □ 

Corollaire 3.16. Soitn un entier naturel et k un entier surnaturel. Tout ferme 
k-regulu de R" est de la forme 2(f), pour une certaine fonction k-regulue f 
surW. □ 

Corollaire 3.17. Soitn un entier naturel et k un entier surnaturel. Tout ferme 
k-regulu F de R" est un ferme de Zariski apres eclatements, i.e., il existe une 
composition d' eclatements a centres lisses 

telle que I'image reciproque (j)~'^(F) est Zariski fermee dans R". 

Demonstration. D'apres Corollaire 13.161 il existe une fonction /c-regulue / 
sur R" telle que 2(f) = F. D'apres Theoreme 13.111 il existe une composition 
d'eclatements de R" a centres lisses <j) telle que fo(j) est reguliere. En particulier, 

2{focl>) = rH2(f)) = <l>-\F) 

est un ferme de Zariski. □ 
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Remarque 3.18. On verra dans la Proposition l5.6l que la reciproque du corollaire 
ci-dessus est valable. 

Meme si la topologie A;-regulue sur est plus fine, R" reste irreductible 
dans cette topologie : 

Proposition 3.19. Soit n un entier naturel et k un entier surnaturel. Alors 
R" muni de la topologie k-regulue est irreductible. 

Demonstration. Supposons que R" = F \J G, on F et G sent des fermes k- 
regulus de R". II existe des fonctions /c-regulues f et g sur R" telles que 
Z{f) = F et Z{g) = G. On a 

Z{fg) = Z{f)\JZ{g) = F\JG = n^. 

Par consequent, fg = 0. L'anneau 7^'^(R") etant un sous-anneau du corps R(R"), 
il est integre. On a done / = ou 5 = 0, i.e., F = R" ou G = R". □ 

Fonctions regulues et fonctions regulieres par strates. Rappelons qu'un 
sous-ensemble localement ferme de R", au sens de Zariski, est un sous-ensemble 
de la forme [/ fl F, ou F C R" est un ferme de Zariski et [/ C R" un ouvert 
de Zariski. 

Theoreme 3.20. Soit n un entier naturel et k un entier surnaturel. Soit f 
une fonction k-regulue sur R". Alors, il existe une stratification finie de R" 

m 

1=1 

en sous-ensembles localement fermes de R" au sens de Zariski telle que la 
restriction f^g. est reguliere, pour tout i. 

Demonstration. II suffit de traiter le cas /c = 0. On pent, bien-sur, supposer 
que / est non identiquement nulle sur R". 

Notons A" I'espace affine SpecR[xi, . . . sur R, de sorte que A"(R) = 
R" et A"(C) = C". La conjugaison complexe 7 agit sur A"'(C). On identi- 
fie A"'(R) avec I'ensemble des points fixes de 7 sur A"'(C). 

Ecrivons / = r/s avec r et s des polynomes reels en xi, . . . Soit Y le 
sous-schema reduit de A" defini par le polynome rs. Comme / est non nulle, 
Y est un sous-schema de A"' de codimension 1. 

Appliquons le theoreme de Hironaka au sous-schema Y de A" en ecla- 
tant A", de maniere successive, mais seulement en des centres dont I'ensemble 
des points reels est dense. Plus precisement, il existe une suite finie de mor- 
phismes 

Xi — > X£^i — y ■ ■ ■ — X(j = A" 

ou chaque morphisme VTj : Xj— 7>Xj_i est un eclatement de centre lisse Cj_i C 
de codimension > 2 ayant les proprietes suivantes. Pour tout i, I'ensemble 
des points reels Ci (R) est dense dans Ci , et le transforme strict 1^ de y dans Xi 
n'a que des points reels lisses. Notons Ei C Xi le diviseur exceptionnel de VTj. 
On pent supposer, de plus, que Yi(R) intersecte -E'^(R) transversalement en 
des points reels lisses de Ei. On note encore (j) la composition vri o • • • o vr^. 
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Par construction, / o ^ est une fonction rationnelle sur dont le domaine de 
definition contient tons les points reels de X^. 

Soit p un point du schema A" dont le corps residuel k{p) est reel. La 
fibre 4>~^{p) est une reunion finie connexe d'espaces projectifs sur k{p). Soit P 
I'un de ces espaces projectifs. Comme le domaine de definition de fo(p contient 
tons les points reels de X^, la fonction rationnelle fo(f) se restreint a une fonction 
rationnelle sur P. II existe un point K(p)-rationnel g de P en lequel / o est 
definie. Soit F le sous-schema de Xq dont le point generique est p, et G le 
sous-schema de X( dont le point generique est q. La restriction de ^ a G est un 
morphisme birationnel dans F. II existe done dcs ouverts non vides U de -F et 
y de G tels que (j)^y soit un isomorphisme de V sur U. Quitte a remplacer U et 
V par des ouverts plus petits, on pent supposer que f ocp est definie sur V. Or 
(f) induit, sur les points reels, un isomorphisme biregulier de 1^(R) sur C/(R). 
II s'ensuit que la restriction de f a U (R) est reguliere. 

La construction precedente montre que pour tout ideal premier reel p 
de R[xi, . . . ,Xn], il existe un sous-ensemble localement ferme irreductible Rp 
dense de Z{p) tel que f\}i^ est reguliere. II existe alors un nombre fini d'ideaux 
premiers reels distincts pi, . . . ,pk tels que 

m 

= U ^Pi- 

i=l 

Pour simplifier la notation, on notera Ri au lieu de Rp.. 

On construit ensuite une stratification selon le procede habituel : en agran- 
dissant la famille {Ri} si necessaire, on pent supposer que toutes les compo- 
santes irreductibles des intersections finies des sous-ensembles de la forme Ri 
appartiennent encore a la famille {Ri}. Introduisons un ordre partiel sur la col- 
lection {Ri}. On pose Ri < Rj si Ri est contenu dans la cloture de Zariski Rj 
de Rj. Soit 

Si = Ri\ [J Rj. 

Le sous-ensemble Si de est localement ferme, et contenu dans R^. La 
restriction de la fonction f & Si est done bien reguliere. 

Montrons que Si n 5j = lorsque i j. C'est clair lorsque Rj < Ri 
ou I'inverse. Supposons done que Ri et Rj ne sont pas comparables. Ecrire 
I'intersection Ri fl Rj comme reunion des R^ ou k parcourt un ensemble 
d'indice /. Comme on a i?^ C Rj et Rk C i?^, pour tout fc G /, on a 
bien SiCi Sj =0, lorsque i ^ j. 

II nous reste a montrer que R" =\J Si. Soit p G R"" et soit Ri le plus petit 
element de la collection {Ri} tel que p E Ri. On a bien p E Si. □ 

Rappelons qu'un sous-ensemble E de R" est Zariski constructihle s'il est 
reunion finie de sous-ensemble localement fermes au sens de Zariski. 

Corollaire 3.21. Soit n un entier naturel et k un entier surnaturel. Un en- 
semble ferme k-regulu de R" possede une stratification finie en sous-ensembles 
localement fermes de R". En particulier, tout ensemble k-regulument ferme 
de R'* est Zariski constructible. □ 
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Notons qu'un sous-ensemble /c-regulument ferme de R" n'est pas forcement 
localement ferme, comme le montre I'exemple suivant. 

Exemple 3.22. Soit C C la courbe cubique ayant la singularite isolee en O 
de I'Exemple 13.41 Soit C = C \ {O}. Le sous-ensemble 

F = (C X R) U {O} 

est un sous-ensemble fe-regulument ferme de R^ qui n'est pas localement ferme 
au sens de Zariski. En effet, la cloture de Zariski de F est egale a C x R. Le 
sous-ensemble F de C x R n'est pas Zariski ouvert pour la topologie induite 
car son intersection avec {0} x R est reduite a I'origine de R'^ et n'est pas 
ouvert dans {O} x R. 

Dans le cas k = oo, I'enonce du CoroUaire 13.211 pent etre considerablement 
renforce car les fermes sont alors les fermes de Zariski. 

Le Tlieoreme 13.201 a encore I'enonce suivant comme consequence : 

Corollaire 3.23. Soit £,m,n des entiers naturels et k un entier surnaturel. 
Soient 

/:R"^R™ et 5: R'^^R^ 

deux applications k-regulues. Alors la composition gof: R"— >R^ est k-regulue. 

Demonstration. L'application gof est bien-sur de classe C^. Soit U I'intersec- 
tion des domaines des fonctions coordonnees de /. La restriction de f a U est 
done une application reguliere dans R*". D'apres Tlieoreme 13.201 il existe une 
stratification 

p 

i=l 

en sous-ensembles localement fermes de R™' au sens de Zariski telle que la 
restriction ^i^. est reguliere, pour tout i. Soit i tel que U H f~^{Si) est Zariski 
dense dans U. Soit U' un ouvert Zariski dense dans U avec f{U') C Si. La 
restriction k U' de g o f est alors reguliere. □ 

Corollaire 3.24. Soit m,n des entiers naturels et k un entier surnaturel. Une 
application k-regulue de R" dans R™" est continue pour la topologie k-regulue. 

Demonstration. Soit /: R"— ^R™ une application A;-regulue et F un ferme 
A;-regulu de R™'. II existe une fonction fc-regulue g sur R"^ dont I'ensemble 
des zeros est egal a F. D'apres Corollaire 13.231 gof est A;-regulue. L'image 
reciproque 

f-\F)=Z{gof) 

est done un ferme A;-regulu de R". □ 

Grace au Corollaire 13.231 on est en mesure de montrer que I'anneau 71^ (R"') 
n'est pas noetlierien, lorsque k est fini, meme si la topologie /c-regulue est 
noetherienne : 

Proposition 3.25. Soient n et k des entiers naturels. L'anneau 7^'=(R") n'est 
pas noetherien lorsque n > 2. 
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Demonstration. Pour m G N, soit fm la fonction /c-regulue sur R" definie par 

J _ ^2 

X2 + (xi — m)^ 

Soit Im I'ideal de 7^'^(R") engendre par les fonctions fo, ■ ■ ■ , fm- On montre 
comme dans [19, Ex. 6.11] que la suite d'ideaux croissante Iq,Ii,... n'est 
pas stationnaire. En fait, on montre par I'absurde que Im+i 7^ Im- En effet, 
supposons que fm+i appartient a On pent done ecrire 



fm+l — ^ '] 9ifi) 



1=1 



ou (71, . . . , gra sont des fonctions /c-regulues sur R". En restreignant a la courbe 
reelle algebrique C = {m+ 1} x R x {0}"~^, qu'on identifie avec R, on obtient 



1=1 

sur C. D'apres Corollaire 13.231 les fonctions {gi)\c ^t {fi)\c sont A;-regulues et 
done regulieres. De plus, la fonction 

{fi)\c — 2 I / r~\ ^ 

Xg + (m + 1 — zj^ 

s'annule au point X2 = avec multiplicite 3 + k, pour i = 1, . . . , m. II s'ensuit 
que X2'^^ s'annule en X2 = avec multiplicite au moins 3+A;. Contradiction. □ 

Jets de fonctions A;-regulues. Solent k,i et n des entiers naturels, avec 
i < k. Soit / une fonction de classe C'^ sur un ouvert U de R". Habituellement, 
on ecrit le ^-ieme polynome de Taylor de / en un point a sous la forme 

Lorsqu'on s'interesse a celui-ci comme fonction de a, on est amene a le noter 

V ^(x)^Ji^ 
^ dx' ^ ' I! ' 

|/|<fc 

oti y designe un systeme de coordonnees affine arbitraire sur R". On appelle 
ce dernier le ^-jet de /, et on le note je{f)- 
Le fibre vectoriel trivial Ji sur R" de base 

/! ' II- 

est le fibre des i-jets sur R*^. Le £-jet je{f) de / est une section de de 
classe C^~^ au-dessus U. 

Le jonglage notationnel ci-dessus a I'avantage que le 0-jet Jo(/) de / coincide 
avec /. Plus generalement, le coefficient de (y — xY /I\ du .£-jet de / est egal a 
la derivee partielle d'ordre I de f. 
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Le fibre vectoriel des i-jets Ji possede une structure de fibre en algebres si 
on definit 

jy-xY {y-xY j{^Y)(Ji^ si|/ + J|<tet 
I^- J^- \o sinon. 

Si / et gf sont des fonctions de classe sur un ouvert U de R", on a 

jeifg) = je{f)je{g) 

sur U. 

Comme le fibre vectoriel j£ est libre d'une base explicitee, on pent identifier 
ses sections au-dessus d'un ouvert U de R" avec des applications de U dans R^, 
ou N = Nn^k,l est le rang de J^. Du coup, cela a un sens de parler de section 
rationnelle ou encore de section m-regulue de J^, oum est un entier surnaturel 
quelconque. 

Lemme 3.26. Soiti un entier naturel. Soit f une fonction rationnelle sur'RT' , 
et soit U son domaine. Le i-jet je{f) est une section rationelle de Ji de 
domaine U. 

Demonstration. Ecrivons f = p/q sur U, ou p et q sont des fonctions polyno- 
miales, q ne s'annulant pas sur U. On salt que la derivee partielle d'ordre / 
de / est de la forme r/q^^^^^, ou r est une fonction polynomiale sur R". II 
s'ensuit que ji{f) est une section rationnelle de Ji de domaine V ^ U. Comme 
le coefficient de (y — x)'^/0! est p/q = f, le domaine V est egal a U. □ 

Proposition 3.27. Soit f une fonction reelle sur R". La fonction f est 1- 
regulue si et seulement si f est rationnelle et la section rationnelle ji (/) de Ji 
au-dessus de dom(/) s'etend de maniere continue a R". 

Demonstration. L'implication directe est evidente compte tenu du Lemme r3.261 
Montrons done l'implication reciproque, et soit / une fonction rationnelle telle 
que s'etend de maniere continue a R". Notons U le domaine de /. D'apres 
I'liypothese, / est de classe sur U. Soit Z le complement aire de U, i.e., 
Z = pol(/). Comme Z est un sous-ensemble Zariski ferme strictement contenu 
dans R", il existe un systeme de coordonnees affine x' sur R" avec la propriete 
suivante. Aucune des fibres des projections associees 

Pi : R" ^ R"-i 

omettant la i-ieme coordonnee x'^ n'est contenue entierement dans Z. Quitte 
a remplacer x par x', on pent supposer que la propriete est satisfaite par le 
systeme des coordonnees x, i.e., pour tout z = 1, . . . , n et pour tout a € R"^^, 
I'intersection Z r\p^^{a) est un ensemble fini. 

Comme / est de classe sur [/, les derivees partielles fi = df/dxi, 
i = 1, . . . ,n, de f existent et sont continues sur U. De plus, d'apres I'liypothese, 
elles s'etendent par continuite sur R" tout entier. En particulier, fi s'etend 
par continuite sur p^^{a) pour tout a G R""^ et pour tout i. D'apres un 
resultat classique en analyse [25, Theorem 11.7], cela implique que la restriction 
de fi a p~^{a) est de classe sur p^^{a), pour tout a et i. (C'est la qu'on 
utilise la propriete que Z rip~^{a) est fini, ou discret en tout cas.) Autrement 
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dit, / est partiellement differeiitiable sur tout entier, et ses derivees 
partielles d'ordre 1 sont continues sur R". D'apres un autre resultat classique 
d'analyse |23| Thm 9.21], / est alors de classe sur R". □ 

Theoreme 3.28. Soit k un entier naturel. Soit f une fonction reelle sur R". 
La fonction f est k-regulue si et seulement si f est rationnelle et la section 
rationnelle jk{f) de Jk au-dessus de dom(/) s'etend de maniere continue a R". 

Demonstration. L'implication directe etant encore evidente, on demontre I'im- 
plication reciproque. Le cas = est trivial. Supposons que > et soit / 
une fonction rationnelle de domaine U telle que la section jk{f) au-dessus 
de U s'etend de maniere continue a R". Les derivees partielles // d'ordre k—1 
de / ont des 1-jets qui s'etendent de maniere continue a R". D'apres Propo- 
sition I3.27| ces derivees partielles sont toutes 1-regulues. II s'ensuit que / est 
A;-regulue. □ 

Theoreme 3.29. Soit k un entier surnaturel et t un entier naturel < k. Soit 
f une fonction reelle sur R". La fonction f est k-regulue si et seulement si f 
est rationnelle et la section rationnelle jii{f ) de au-dessus de dom(/) s'etend 
de maniere C^~^ a R". 

Demonstration. On peut supposer que k est fini. Comme avant, il suffit 
de demontrer l'implication indirecte. Soit done / rationelle dont toutes les 
derivees d'ordre < i sont {k — £)-regulues. D'apres l'implication directe du 
Theoreme 13.281 le k-jet de / s'etend de maniere continue a R". D'apres 
l'implication indirecte du meme theoreme, / est A;-regulue. □ 

4. Theoremes fondamentaux 

L'inegalite de Lojasiewicz. Un role cle dans la suite est joue par une version 
A;-regulue de l'inegalite de Lojasiewicz sous sa forme de [4, Prop. 2.6.4] : 

Lemme 4.1. Soit n et k des entiers naturels. Soit f une fonction k-regulue 
sur R". Si 

g:V{f)^-R 

est k-regulue, alors il existe un entier naturel N tel que I'extension a R" par 
de f^g est k-regulue. 

Demonstration. D'apres l'inegalite de Lojasiewicz classique, il existe un entier 
naturel M tel que pour tout / avec |/| < /c, I'extension de 

par est continue sur R" tout entier. Soit N = M -\-k. Comme / est /c-regulue 
sur R", tout coefficient du A;-jet jk{f^) de f^ est de la forme • /i, ou /i est 
une fonction regulue sur R". Du coup, jk{f^) lui-meme est de la forme f^^ ■ s, 
ou s est une section regulue de Jk- II s'ensuit que I'extension par de 

jkif''g)=jkif'')jkig) = f''sjki9) 

est une section regulue de au-dessus R" tout entier. D'apres Theoreme 13. 281 
la fonction f^g est /c-regulue sur R"". □ 
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Le lemme ci-dessus nous sera utile sous la forme suivante : 

Lemme 4.2. Soient n et k des entiers naturels. Soit U un ouvert k-regulu 
de R", et soit f une fonction k-regulue sur U . Si 

g:V{f)^K 

est une fonction k-regulue, il existe un entier naturel N tel que I'extension d U 
par de f^g est k-regulue. 

Demonstration. Soit h une fonction A;-regulue sur telle que T>{K) = U. 
D'apres Lemme I4.H il existe un entier naturel M tel que I'extension par 
de h^^ f est A;-regulue sur R". Comme g est /c-regulue sur T){h^ f), il existe 
encore d'apres Lemme 14. H un entier naturel tel que I'extension par 
de {h^ f)^ g est fe-regulue sur R". II s'ensuit que I'extension par de f^g 
a U = T>{h) est fe-regulue. □ 

Remarquons que les deux enonces ci-dessus sont faux lorsque k = oo. Un 
contre-exemple est le suivant. Soit / la fonction sur R^ definie par f{x) = 

+ y^, et soit g la fonction sur R^ \ {0} definie par g{x,y) = + 2y^). 

Les fonctions f et g sont bien de classe C°°, mais I'extension a R^ par de 
f'^g n'est de classe C°° pour aucun entier naturel A^. 

Le faisceau des fonctions A;-regulues sur R". Soit n un entier naturel et k 
un entier surnaturel. Soit U un ouvert A;-regulu de R". La topologie de Zariski 
sur U est la topologie induite par la topologie de Zariski sur R". Une fonction 
reelle / definie sur U est A:-regulue sur U si f est de classe sur U, et il existe 
des fonctions polynomials p et q sur R" telles que f = p/q sur un ouvert de 
Zariski dense de U. On note TZ^{U) I'ensemble des fonctions /c-regulues sur U . 
C'est un anneau sous les operations habituelles. Si V est un ouvert A:-regulu 
de R" contenu dans U, I'application de restriction de TZ^{U) dans TZ^{V) est 
un morpliisme d'anneaux. II est clair que iV' est done un prefaisceau. 

Proposition 4.3. Soit n un entier naturel et k un entier surnaturel. Le 
prefaisceau TZ^ est un faisceau sur R" pour la topologie k-regulue. 

Demonstration. II suffit de montrer I'enonce suivant. Soit {Ui}i<zi un recouvre- 
ment ouvert d'un ouvert A:-regulu U de R". Supposons que /j est une fonction 
/c-regulue sur f/j, pour tout i, telles que 

{fi)\Uir\Uj = {fj)\UinUj 

pour tout i,j. Alors il existe une fonction /c-regulue / sur U dont la restriction 
a Ui est egale a /j. En effet, il existe une fonction / sur U de classe dont la 
restriction a Ui est egale a fi pour tout i. Pour montrer que / est /c-regulue, on 
pent supposer que U est non vide. Du coup, il existe i tel que Ui est non vide. 
Comme R" est irreductible pour la topologie /c-regulue, tout ouvert /c-regulu 
non vide de R" est dense. En particulier, un ouvert de Zariski dense dans Ui 
est aussi dense dans U. Comme fi est reguliere sur un ouvert de Zariski dense 
dans Ui, la fonction / est reguliere sur un ouvert de Zariski dense dans U. □ 

Corollaire 4.4. Soit n un entier naturel et k un entier surnaturel. Le fais- 
ceau TZ^ sur R" est un faisceau en H-algebres locales. La paire (W^jTZ^) est 
un espace localement annele en Ti-algebres. □ 
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Corollaire 4.5. Soit m,n des entiers naturels et k un entier surnaturel. 
Une application k-regulue de YU^ dans R"* induit naturellement un mor- 
phisme d'espaces localement anneles enH-algebres de (R",7^^) dans (R™,7^'^). 
Cela etablit une bijection entre I'ensemhle des applications k-regulues de R" 
dans R™ et I'ensemhle des morphismes d'espaces localement anneles en R- 
algebres de {W,n'') dans (R"',n''). 

Demonstration. Soit / une application A;-regulue de R" dans R™. D'apres 
Corollaire I3.24( / est une application continue de R" dans R™, par rapport 
aux topologies /c-regulues. De plus, si g est une fonction fc-regulue sur un ouvert 
A;-regulu U de R™, la composition = go f est une fonction /c-regulue sur 

I'ouvert fe-regulu f~^{U) de R", d' apres Corollaire 13.231 On en deduit done un 
morphisme d'espaces localement anneles en R-algebres 

(/,/#): (R^7^'=)^(R'",7^'=). 

Reciproquement, etant donne un tel morphisme (/,/*), I'application / est 
une application /c-regulue de R" dans R"^ car la i-ieme fonction coordonnee /j 
de / est /"^(xj) et est une fonction A;-regulue sur R", pour i = 1, . . . ,m. □ 

Grace a la version /c-regulue de I'inegalite de Lojasiewicz, on a une descrip- 
tion de I'anneau des sections du faisceau TZ^ au-dessus d'un ouvert comme une 
localisation de TZ^{'R"'), lorsque k est fini : 

Proposition 4.6. Soient n et k des entiers naturels. Soit U un ouvert k-regulu 
de R", et soit f une fonction k-regulue sur R" telle que T){f) = U . Alors, le 
morphisme de restriction de TZ^ill"') dans TZ^{U) induit un isomorphisme 

iz^{YC)f^n^{u). 

Demonstration. Soit ip: 7^'^(R") — ?> 71^{U) le morphisme de restriction. 
Comme la restriction de / a [/ ne s'annule pas, ip induit un morphisme 

iff. 7^'=(R")/ ^7^^•(^)• 

On montre que ipf est un isomorphisme. 

Soit g G TZ^{U). D'apres Lemme [4.2| il existe un entier naturel tel que 
f^g se prolonge en une fonction /c-regulue sur R". Par consequent Lpf est 
surjectif. 

Pour montrer que (pf est injectif, il suffit de montrer I'enonce suivant. 
Pour toute fonction fc-regulue h sur R" dont la restriction a U est identi- 
quement nulle, la fonction fh est identiquement sur R". Cet enonce est clair 
lorsque U = %, car / = dans ce cas. Si [/ 7^ 0, alors U est dense dans R" 
pour la topologie euclidienne. II s'ensuit que = sur R", et en particulier, 
fh = Q. □ 

Ideaux radicaux de fonctions regulues. On rappelle qu'un ideal / d'un 
anneau commutatif A est reel s'il satisfait la propriete suivante : Si + . . . + 
G /, avec /i, . . . , /m G ^1 alors fiGl pour chaque i = 1, . . . , m. 

Proposition 4.7. Soit n et k des entiers naturels. Soit I C 7?.'^(R"') un ideal 
radical. Alors I est un ideal reel. 
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Demonstration. On suppose /i + • • • + /m S / avec /i, . . . , € 71^ (RT'). 
Pour i = l,...,k on a ™ii — G TZ (R^). En effet c'est la composee des 
applications A:-regulues R" — > R™, x i-^ {fi{x),...,fm{x)) et de R*" — )• 
R, (xi, . . . ,Xm) ^ v^rlt — 1, qui est bien A;-regulue d'apres le Corollaire 13.231 

Done = ^4 f2 (J2'Zifi) ^ ^- L'ideal / etant radical on obtient 

fi€l. □ 

Remarque 4.8. La proposition precedente montre que l'ideal engendre par 
_j_ y2 (jg^j^^g 7^'i=(|J{,2-j j-^'ggi^ pa,s radical. En effet s'il est radical alors il est 

reel et par consequent X G TZ''{B?).{X^ + Y^) et done X = f.{X^ + Y^) avec 

/ € 7?.'^(R^). Mais / = ^^^y^ n'est clairement pas continue en I'origine. 

Soit / un ideal radical dans 7^'^(R"'). On salt que / est un ideal reel d'apres 
la Proposition 14.71 On montre que cette propriete est conservee en intersectant 
avec les polynomes. 

Lemme 4.9. Soit I un ideal radical dans Tl^{'R"'). Alors J = /nR[Xi, . . . ,Xn] 
est un ideal reel et on a X{Z{J)) = J. 

Demonstration. L'ideal J est reel car / est reel (Proposition 14.7( 1. On obtient 
I{Z{J)) = J par le Nullstellensatz reel d Thm. 4.1.4] □ 

Soit J un ideal de R[Xi, . . . , On regarde le comportement de J quand 
on I'etend dans les fonctions regulues. 
On fixe d'abord quelques notations. 

Notations et Definitions 4.10. Soit x G R". Dans la suite, on note 
m^ = {pGR[Xi,...,X„]|p(x) = 0} 

9?t, = {/e7^'=(R")| /(x) = 0} 

les ideaux maximaux de R[Xi,...,X„] et 7^'^(R") respectivement, des po- 
lynomes et des fonctions regulues qui s'annulent en x. Plus generalement, si 
A C R", on note dans la suite 

liA) = {pe R[Xi ,...,Xn]\ p{x) = Vx € A} 

et 

Xn^{A) = {/ G 7^^■(R")I fix) = Vx G A}. 

On donne I'exemple suivant. Soit [X,Y) = mo = {p G R[X, y][ p{0) = 
0} l'ideal maximal de R[X, y] ou O est I'origine de R^. On montre que 
7^'^(R^).mo n'est pas maximal dans 7^'^(R^). 

On a clairement 7^°(R^).mo C 3Jto. On a aussi / = ^"f^ys G 9^0- 
On va montrer par contre que / ^ 7^'^(R^).mo. Supposons que / s'ecrive 
/ = X.g + Y.h avec g,h ^ 7^'^(R^). Alors on pent ecrire 



/ = g{0).X+h{0).Y+{g-g{0)).X+{h-h{0)).Y = a.X+b.Y+o{Vx^+Y^). 

Mais alors / serait differentiable a I'origine et on obtient une contradiction. 
Get exemple montre que I'on pent s'attendre a quelques surprises. 
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Theoreme 4.11. Soit J un ideal reel de R[Xi, . . . Alors 

Rad(7e'=(R").J) = lT^k{Z{J)). 

Demonstration. On note / = 7l^(R").J. Soit / e Rad(I), il existe r G N* tel 
que r G /. Comme J = X(^(J)) ii Thm. 4.1.4] dans R[Xi, . . . car J 
est reel, on en deduit que s'annule identiquement sur Z{J). Par consequent 
/ s'annule aussi identiquement sur Z{J) i.e. / G X^k{Z{J)). On a montre une 
inclusion. 

Pour I'inclusion reciproque, on suppose J = (pi , . . . ,pi) avec pi G R[Xi , . . . , X„] . 
Alors on a y = Z{J) = Z{s) avec s = pj + . . . + pf. Soit / G 7^''(R") tel 
que / G I-jik(^iin-j{V). Soit g = ^, c'est une fonction semi-algebrique C'^ sur 
R" \ y done sur T>(f). Par le Lemme 14.11 il existe un entier positif tel 
que h = f^.g etendue par sur Z{f) est /c-regulue sur R". On a clairement 
h G X'j^k{Z[f)) C X-j^kiy) et de plus = h.s : en effet, sur 'D{f) c'est evident 
et si X G Z{f) on a aussi f^{x) = h{x)s{x) = (on utilisera plusieurs fois 
dans la suite ce meme argument). Par consequent 

= h.sen^{YC).J = 1 

car s J. □ 

Dans le cas ou J est maximal, on obtient 

Corollaire 4.12. On a 

Rad(7e*=(R").ma;) = Tl^c . 

Corollaire 4.13. On suppose k = et soit f G H existe un entier 

strictement positif N tel que soit differentiate en x avec D{f)x = 0. 

Demonstration. On suppose x = O. En regardant la preuve du theoreme 
precedent, il existe un entier strictement positif N tel que = {Xf + . . . + 
X^).h avec h G 7^°(R"). On a done = Xi.hi + . . .+ Xn.K avec hj G 7e°(R") 
verifiant hi{0) = 0. On pent done ecrire = o( X^ + . . . + X"^) ce qui 
termine la preuve. □ 

L'anneau 7^'^(R) est radicalement principal. Soit A un anneau. On dira 
qu'un ideal / de j4 est radicalement principal s'il existe / G / tel que 

Rad(/) =Rad(/). 

Dans ce cas, on dira aussi que / est un generateur radical de /. On dit que A 
est radicalement principal si tous ses ideaux le sont. 

Proposition 4.14. Soit n et k des entiers naturels. Soit I un ideal de 7^^(R"), 
et supposons que f & I soit telle que Z(f) = Z{I). Alors, f est un generateur 
radical de I, i.e., 

Rad(/) = Rad(/). 

Demonstration. Comme / G /, on a bien-sur I'inclusion Rad(/) C Rad(I). 
Pour montrer I'inclusion reciproque, il suffit de montrer que Rad(/) 13 /. 
Soit 5( G /. La fonction 1/f est bien definie et /c-regulue sur D{g). D'apres 
Lemme [4.H il existe un entier naturel N tel que I'extension h par de g^ / f 
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sur Z{g) est encore fc-regulue. On a = fh sur R". Cela implique que g G 
Rad(/). □ 

Proposition 4.15. Soit n et k des entiers naturels. L'anneau 7^'=(R") est 
radicalement principal. Plus precisement, soit I un ideal de 7^*^(R"). Alors il 
existe une fonction k-regulue f (z I telle que 

Rad(/) = Rad(I). 

Demonstration. D'apres le Corollaire I3.15| la topologie fc-regulue sur R" est 
noetherienne. II existe done un nombre fini de fonctions fc-regulues /i, • • • , /m 
dans / telles que 

Z{h,...,U = Z{I). 

Soit 

f = fi + --- + fL 

Comme / € / et 2{f) = Z{I), la fonction / est un generateur radical de / 
d'apres la Proposition 14. 14l □ 

Proposition 4.16. Soit n et k des entiers naturels. Soit f une fonction k- 
regulue sur R", et soit I un ideal de TZ^iYV^). Alors, f G Rad(I) si et seulement 
siZ{f)^Z{I). 

Demonstration. D'apres la Proposition 14.15] il existe g (z I telle que Iiad{g) = 
Rad(/). En particulier, on a 

Z{g) = ^(Rad(5)) = Z(Rad(I)) = Z{I). 

L'enonce est done une consequence de la proposition suivante. □ 

Proposition 4.17. Soit n et k des entiers naturels. Soient f et g des fonctions 
k-regulues sur R". Alors, f E Rad(5) si et seulement si Z{f) ^ Z{g). 

Demonstration. Supposons que / E Rad(g(), et soit x G Z{g). II existe un 
entier naturel tel que € (g), i.e., f^ = gh pour une certaine fonction 
/c-regulue h sur R". Comme g{x) = 0, on a f^{x) = et done /(x) = 0, i.e., 

X e zif). 

Reciproquement, supposons que Z{f) D Z{g). Cela vent dire que g ne 
s'annule pas sur T>{f). En particulier, la fonction 1/g existe sur T>{f) et y est 
A;-regulue. D'apres la version /c-regulue de I'inegalite de Lojasiewicz, il existe 
un entier naturel N tel que I'extension par de f^jg sur est fc-regulue 

sur R*^. Notons cette extension par h. On a done f^ = gh, i.e., / € Kad{g). □ 

Corollaire 4.18. Soitn et k des entiers naturels. Soient f et g des fonctions k- 
regulues sur R". Alors, Rad(/) = Rad(5) si et seulement si Z[f) = Z[g). □ 

En utilisant Proposition 14.151 encore, on obtient la caracterisation geome- 
trique suivante des generateurs radicaux d'un ideal de fonctions /c-regulues : 

Corollaire 4.19. Soit n etk des entiers naturels. Soit f une fonction k-regulue 
sur R", et soit I un ideal de 7^^(R"). Alors, Rad(/) = Rad(/) si et seulement 
siZ{f) = Z{I). □ 

Ou encore plus generalement : 
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Corollaire 4.20. Soit n et k des entiers naturels. Soient I et J des ideaux 
de 7e*=(R"). Alors, Rad(/) = Rad(J) si et seulement si Z{I) = Z{J). En 
particuUer, deux ideaux radicaux de 71^ (RT') sont egaux si et seulement s'ils 
ont le meme ensemble des zeros. □ 

En resume : 

Theoreme 4.21. Soit n et k des entiers naturels. L'anneau 7^^(R") est 
radicalement principal. Plus precisement, soit I un ideal de TZ''(R"'). Alors 
il existe une fonction k-regulue f & I telle que 

Rad(/) = Rad(/). 

i.e. telle que 

Z{f) = Z{I). 

Le Nullstellensatz A;-regulu. 

Notation 4.22. Soit n un entier naturel et k un entier surnaturel. Si V est un 
sous-ensemble de R", on note In^{V), ou maintenant simplement I{V) s'il 
n'y a pas de confusion possible, I'ensemble des fonctions /c-regulues sur R" 
s'annulant sur V, i.e., 

i{v) = {/ € 7^^•(R") I fix) = Vx G V}. 

II est clair que liV) est un ideal radical dans l'anneau Tl^CR^). 

Proposition 4.23 (Nullstellensatz faible pour ideaux de type fini.). Soit n 
un entier naturel et k un entier surnaturel. Soit I un ideal de type fini de 
l'anneau 7^'^(R") des fonctions k-regulues sur R". Si 2{I) = dans R"^, alors 
/ = 7^'=(R"). 

Demonstration. Supposons que = 0. Soient fi,...,fm des generateurs 

de /. En posant 

f = f? + --- + fL 

on a 

= Z(/) =Z(/i,...,/„) =^(/). 

Cela veut dire que la fonction /c-regulue / n'a pas de zeros dans R". Elle 
est done inversible dans 1Z^(R"'). Comme elle appartient aussi a I'ideal /, on 
a / = 7^'=(R"). □ 

Theoreme 4.24 (Nullstellensatz pour ideaux de type fini). Soit n et k des 
entiers naturels. Soit I un ideal de type fini de l'anneau TZ^CRP) des fonctions 
k-regulues surR". Alors, 

1{Z{I)) = Rad(/). 

On adapte I'argument de Rabinowitsch [9, p. 59] : 

Demonstration. II est clair que I{Z{I)) D /. Comme le premier est radical, on 
a bien I{Z{I)) D Rad(/). 

Pour montrer I'inclusion inverse, soit / une fonction /c-regulue sur R" s'annu- 
lant sur Z(I). On pent supposer que / n'est pas identiquement nulle. On iden- 
tifie le corps des fractions R(xi, . . . , x„) avec son image dans R(2;i, . . . , x^+i). 
Le sous-anneau 7^'^(R"') est alors bien un sous-anneau de 7^'^(R"+^). 
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Soit I' I'ideal dans TZ^{^^~^^) engendre par / et Xn+if — 1. II est de type 
fini car / est de type fini. Observons que Z{I') = dans R'"^^. En effet, si 
(xi, . . . ,x„+i) est un zero commun de /', alors (xi, . . . ,x„) est un zero de / 
dans R"', et un non zero de /, ce qui contredit I'hypothese que / s'annule 
sur Z{I). On a done bien Z[I') = 0. D'apres le Nullstellensatz faible pour 
ideaux de type fini, I' = 7^'^(R"+^). II existe done gi, . . . , Qm+i dans 7^'^(R"+^) 
et /i , . . . , /m dans / telles que 

H \- 9mfm + gm+l{Xn+lf " 1) = 1 

dans 7^*^(R"+l). 

Soit U = 'D(f), et soit h: {/— )-R""'"^ I'application fc-regulue definie par h{x) = 
(x, l//(x)). Comme I'image de h est de codimension 1 dans R"'"'"^, on a un 
morphisme d'anneaux 

(/)-. 7^'=(R"+^) ^ 7^^(^7) 

induit par la composition avec h. On a alors 

H ^ 0(5m)/m = 1 

sur U. D'apres le Lemme [4 .11 il existe un entier naturel N tel que I'extension 
par de f^4>{gi) soit fc-regulue sur R" tout entier, pour tout i. Du coup, 

et done / G Rad(I). □ 

Remarquons que le Nullstellensatz 14.241 n'est pas valable pour les fonctions 
cx)-regulues. Un contre-exemple est le suivant. Soit / I'ideal de TZ°°(R?) engen- 
dre par x^ + y^- L'ensemble des zeros Z{I) de I est egal a I'origine de R2. La 
fonction x s'annule bien sur Z{I), mais n'appartient pas a I'ideal radical Rad(I) 
de / dans 7^°°(R^). En effet, I'extension a R^ de la fonction / (x^ +?/^) n'est 
de classe pour aucun entier naturel N . 

Corollaire 4.25 (Nullstellensatz). Soient n et k des entiers naturels. 

(1) Soit F un ferme k-regulu de R". Alors Z{X{F)) = F . 

(2) Soit I un ideal (non-necessairement de type fini) de 7^*''(R"). Alors, 
T{Z{I)) = Rad(/). 

En particulier, on a une correspondance entre les fermes regulus de R" et les 
ideaux radicaux de 7^'^(R"). 

Demonstration. Le 1 est une consequence du 2. En effet, en ecrivant F = Z{I) 
pour un ideal / de 7^*^(R"), on a 

Z(X(F)) = Z{I{Z{I))) = Z(Rad(/)) = Z{I) = F 

II suffit done de montrer le 2. Soit / un ideal quelconque de 7^*'(R"). D'apres 
la Proposition 14.151 il existe / € / telle que Rad(/) = Rad(/). D'apres le 
Nullstellensatz pour ideaux de type fini, on a X[Z[f)) = Rad(/). Comme 
Z{f) = Z{I) et Rad(/) = Rad(/), on a bien 1{Z{I)) = Rad(/). 

On donne une preuve differente du 2 sans utiliser le Nullstellensatz pour 
ideaux de type fini. L'inclusion Rad(/) C I{Z{I)) est evidente. Pour I'inclusion 
inverse on considere g G T{Z{I)). D'apres le Theoreme I4.2H il existe f (z I 
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telle que Rad(/) = Rad(I) et Z{f) = Z{I). Par consequent g G T{Z{f)) 
i.e. Z{f) C Z{g). D'apres le Lemme 14.11 il existe un entier naturel N tel 

N 

que I'extension par de ^ sur Z{g) soit A;-regulue sur R". Notons h cette 
extension. On obtient finalement = fh G I i.e. g S Rad(/). □ 

Remarquons que I'inegalite de Lo j asiewicz 14 . 1 1 pour les fonctions /c-regulues 
est I'outil principal pour la demonstration du Nullstellensatz 14.251 Ce meme 
type d'idee est utilise dans [5j pour montrer que I'anneau des fonctions semi- 
algebriques continues est un anneau de Gelfand. 

Le spectre de I'anneau des fonctions A;-regulues sur R". Soit n un entier 
naturel et k un entier surnaturel. Soit / G 7^'^(R"). L'ensemble des zeros de / 
dans le spectre SpecTZ^(R"') est note V(/), i.e., 

V(/) = {pGSpec7e^(R") l/Gp}. 

Son complement aire est note U{f). Plus generalement, si E est un sous- 
ensemble de 7^''(R"'), l'ensemble des zeros communs dans Spec7^^(R") des 
elements de E est note V[E), et son complement aire est IA{E). Plus precise- 
ment, 

V{E) = {pe Spec7^''(R") \E^p} 

et 

U{E) = {p e Spec7^'=(R") \E1p}. 

II est bien connu que les sous-ensembles de la forme U(E) constituent une 
topologie sur Spec7^'^(R"') [SI Cliapitre 1]. L'espace topologique Spec7^'^(R") 
est quasi-compact. Plus generalement, les ouverts de la forme • • • , /m) 

sont quasi-compacts. 

Solent n un entier naturel et k un entier surnaturel. Soit x € R". On note 
encore dJtx l'ensemble des fonctions fc-regulues sur R" s'annulant en x, i.e., 

Tlx = {fe 7^^R") I fix) = 0}. 

II est clair que Wlx est un ideal maximal de 7^'^(R"). Une consequence du 
Nullstellensatz (|4.25p est que tout ideal maximal de 7?.'^(R") est de cette forme. 

Proposition 4.26. Soient n un entier naturel et k un entier surnaturel. 
Soit 9Jt un ideal maximal de 7^'^(R"). // existe un et un seul x G R" tel 
que Tlx = ^■ 

Demonstration. Regardons d'abord le cas k = oo. L'anneau des fonctions oo- 
regulues est egal a I'anneau des fonctions regulieres sur R". Ce dernier est la 
localisation de I'anneau des polynomes R[2;i, . . . par rapport a la partie 
multiplicative des polynomes ne s'annulant pas sur R". Si 9Jt est un ideal 
maximal de 7^°°(R"), c'est par consequent un ideal reel et le Nullstellensatz 
classique fonctionnne i.e. X{Z{Tl)) = 9Jt [4, Thm. 4.1.4]. 

Soit k un entier surnaturel. D'apres le Corollaire 14.251 si k est fini et ce qui 
precede si k est infini, I{Z{Tl)) = QJt. En particulier, Z{Tl) est non-vide. 
Soit X € Z{Tl). On a done 97t C Tlx- Par maximalite, on obtient Tl = Tlx. 
Cela montre I'existence de x. L'unicite est claire car Tlx 7^ '^y lorsque x et y 
sont des elements differents de R". □ 
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Soit 

l: R" ^Spec7^'=(R") 
I'application definie par i{x) = ou est I'ideal maximal de TZ^^RT') 

des fonctions A;-regulues s'annulant en x. L'application l est bien continue 
lorsqu'on considere R" avec la topologie /c-regulue. D'apres la version faible du 
Nullstellensatz regulu, i est une bijection sur I'ensemble des ideaux maximaux 
de 7^^(R"). La version forte du Nullstellensatz (Corollaire I4.25P peut se 
reformuler ainsi : 

Theoreme 4.27. Soient n et k des entiers naturels. L'application l induit 
une bijection entre Spec7^'^(R") et I'ensemble des sous-ensembles k-regulument 
fermes et irreductibles de R". Plus precisement, pour tout sous-ensemble ferme 
k-regulument irreductible X de R" il existe un et un seul ideal premier p 
de n''{W) tel que X = i-i(V(p)). □ 

Comme precedemment, cet enonce est faux si A; = oo. Par exemple, I'ideal 
de TL[x, y] engendre par le polynome irreductible + est un ideal premier p. 
Or, 

r\vip)) = o = i-\v{Mo)). 

Soit F C R" un ferme /c-regulu. Notons par F le plus petit sous-ensemble 
ferme de Spec 7^'^ (R") tel que l{F) C F, i.e., F est I'adherence de i{F) dans 
Spec7^'=(R") i.e. F = V{l{F)). 

Lemme 4.28. Soit n un entier naturel et k un entier surnaturel. 

(1) Soit Fa, a (z A une collection de sous-ensembles k-regulument fermes 
de R". Alors 

n = n 

(2) Soient Fi,...,Fra des sous- ensembles k-regulument fermes de R". 
Alors ^^^^ 

{FiU---UFm)=FiU---UFm. 

Demonstration. La deuxieme propriete est evidente. La premiere est valable 
car L est injectif. □ 

Theoreme 4.29. Soient n et k des entiers naturels. L'application l induit 
une bijection entre I'ensemble des sous-ensembles fermes de Spec7^'^(R") et 
I'ensemble des sous- ensembles k-regulument fermes de R". Plus precisement, 
pour tout sous-ensemble k-regulument ferme X de R" il existe un et un seul 
ensemble ferme Y de Spec7?-'^(R") tel que X = l^^{Y), a savoir Y = X. 

Demonstration. Soit X ferme /c-regulu dans R". Posons Y = X et montrons 
que L~^(Y) = X. Comme R" est noetlierien, X possede un nombre fini de 
composantes irreductibles /c-regulus Fi, . . . ,Fm- D'apres le lemme precedent, 
Y = FiU ■ ■ ■ U Fm- D'apres le Theoreme I4.27| on a alors 

i-\Y) = i-\Fi) U • • • U rHFm) = FiU---UFm = X . 

Montrons I'unicite de Y. Soit Z un sous-ensemble ferme de Spec 7^'^ (R") 
tel que l^^{Z) = X. Comme Y est le plus petit ferme de Spec7^''(R"') 
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contenant i{X), on a y C Montrons I'inclusion inverse. Soit p € et soit 
F = L~^{V{p)). Montrons d'abord que l{F) C Y. Soit x e F. On a l{x) G V{p). 
Comme V{p) est contenu dans Z, et comme l~^{Z) = X, on a x G X. On a 
egalement i~^{Y) = X, done t{x) G Y. Cela montre bien que l(F) CI Y. Or, 
d'apres le Theoreme 14.271 F est un ferme A:-regulument irreductible dans R", 
et p (z F. II s'ensuit que p &Y. Cela montre I'inclusion Z QY. □ 

Corollaire 4.30. Soit n un entier naturel et k un entier surnaturel. L'espace 
topologique Spec 7^ '^(R") est noetherien. 

Demonstration. Si k est fini, c'est une consequence du theoreme precedent. 
Pour le cas k = oo, il suffit de rappeler que I'anneau 7?-°°(R") est noetherien. 

□ 

Pour U un ouvert regulu de R", soit U le complementaire de F dans 
Spec7^'^(R"), ou F est le complementaire de U dans R". 

Dans I'anneau 7^°° des fonctions regulieres sur R^, on peut remarquer que 
O = L-\V{X,Y)) = t-^(V(X2 + y2)) ou (X,Y) et {X^+Y^) sont deux ideaux 
premiers distincts de TZ°° . Voici un corollaire qui montre bien la difference entre 
I'anneau des fonctions regulues et I'anneau des fonctions regulieres sur R"' : 

Corollaire 4.31. Soient n et k des entiers naturels. Soit U C R" un ouvert 
k-regulu. II existe un et un seul ouvert V de Spec 7?.'^ (R") tel que L~^{y) = U , 
d savoir V = U . □ 

La encore, cet enonce est faux lorsque /c = oo, et ce pour presque tons les 
ouverts lorsque n > 2\ 

Comme consequence du corollaire precedent, on donne I'enonce suivant : 

Corollaire 4.32. Soientn etk des entiers naturels. Tout ouvert de Spec7^'^(R"') 
est de la forme lA{f). 

Dans la suite de ce paragraphe, on identifiera R" avec son image dans 
Spec7^'^(R") via I'application t, pour simplifier. 

Notons TV' le faisceau structural sur le schema affine Spec 7^'^ (R"). II induit 
par restriction un faisceau en anneaux locaux sur R" que I'on notera encore TV' . 
Soit U un ouvert A:-regulu de R", et / une fonction /c-regulue sur R" telle 
que T>{f) = U. D'apres le Corollaire 14. 3H on a 

7^'=(c/) = 7^^(R")^. 

D'apres la Proposition 14. 6| 

7^'=(R")/ = 7^'=([/). 

II s'ensuit I'enonce suivant : 

Corollaire 4.33. Soient n un entier naturel et k un entier surnaturel. La 
restriction du faisceau structural sur Spec7^'^(R") a R" est le faisceau TZ^ des 
fonctions k -regulues sur 'R"' . □ 

Le cas k = oo vient du fait suivant. Soit U un ouvert de Zariski de R". 
L'anneau des fonctions regulieres TZ°°{U) sur U peut s'identifier avec la limite 
inductive des localisations 7^°°(R"')j, ou / parcourt I'ensemble des fonctions 
regulieres sur R" qui ne s'annule pas sur U. 
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Faisceaux A;-regulus quasi-coherents sur R". Soient n un entier naturel 
et k un entier surnaturel. Soit M un 7^'^(R")-module. Le faisceau M sur le 
schema Spec 7?. '^(R") induit encore par restriction un faisceau M sur R". La 
aussi, pour un ouvert A;-regulu U de R", on a 

M{U) = Mf 

lorsque k est fini, ou / est une fonction fc-regulue sur R" avec 'D{f) = U. Dans 
le cas k = oo, le module M{U) peut s'identifier avec la limite inductive des 
localisations Mf, ou f parcourt I'ensemble des fonctions regulieres sur R" qui 
ne s'annulent pas sur U. 

Plus generalement, soit V un ouvert /c-regulu de R", et g une fonction k- 
regulue sur R" telle que 'D{g) = V. Soit M un 7^'^(y)-module. La restriction 
a V du faisceau M sur Spec7^'^(y) est un faisceau en T^j^y-modules, encore 

note M, determine par 

M{U) = Mf 

pour tout ouvert fe-regulu U de V, et pour toute fonction A;-regulue / sur V 
avec T^if) = U. Dans le cas k = oo, le module M(U) peut s'identifier avec la 
limite inductive des localisations Mf, ou / parcourt I'ensemble des fonctions 
regulieres sur V qui ne s'annulent pas sur U. 

Un faisceau k-regulu sur R" est un faisceau en T^'^-modules sur R". Soit T 
un faisceau /c-regulu sur R". On dira que le faisceau T est quasi- coherent s'il 
existe un recouvrement de R" par des ouverts A:-regulus Ui, i (z I, tel que, pour 
tout i, il existe un TZ^ (Ui)-m.odule Mi avec Mi isomorplie a ^(/. • 

Nous obtenons alors une version fc-regulue du Theoreme A de Cartan, cf. |24^ 
2.4] et 01 Chapitre 12]. 

Theoreme 4.34. Soient n et k des entiers naturels. Le foncteur qui associe 
d un TZ^CRP) -module M le faisceau M est une equivalence de categories sur la 
categoric des faisceaux k-regulus quasi-coherents surR". Le foncteur reciproque 
est le foncteur "sections globales" . En particulier, le faisceau M est engendre 
par ses sections globales. □ 

Comme signale dans I'introduction, ce resultat est faux pour k = oo. En 
effet, il existe des faisceaux reguliers quasi-coherents sur R" qui ne sont pas 
engendres par leurs sections globales : 

Exemple 4.35 (cf.[H Example 12.1.5]). Soit p G R[x,y] le polynome defini par 

p = x^(x — 1)^ + y^. 

Remarquons que p possede exactement deux racines reelles a savoir cq = (0, 0) 
et ci = (1,0). Soit Ui = R^ \ {cj} pour z = 0, 1. Les ouverts reguliers Uq et 
Ui constituent un recouvrement de R^. On definit un faisceau regulier quasi- 
coherent T par rapport a ce recouvrement. En fait, T va etre localement libre 
de rang 1. Explicitement, on construit J-" a partir des faisceaux T^j^g et en 
les recollant au-dessus de C/q H C/i a I'aide de la fonction de transition g^i = p 
sur Uq n Ui. Plus precisement, deux sections sq et si de Tt^^^ et ^j^^ au- 
dessus d'ouverts de Zariski Vq et Vi, respectivement, se recollent si 501 •Si = so 
sur Vb n li. 
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Montrons que toute section reguliere globale s de J-" s'annule en ci. La 
restriction Sj de s a Ui est une fonction reguliere sur C/j, pour i = 0, 1. La 
condition de recoUement est goisi = sq sur Uq H Ui. Ecrivons Sj = Pi/qi, ou 
Pi,qi G R[.T,y], avec qi ^ sur Ui et Pi,qi premiers entre eux, pour i = 0,1. 
La condition de recollement implique que pqopi = poqi sur R^. Comme p est 
irreductible, et comme gi(co) ^ 0, le polynome p divise pq. En particulier, 
Poi^i) = et done aussi s(ci) = 0. 

II s'ensuit que le faisceau regulier quasi-coherent J- sur R2 n'est pas engendre 
par ses sections globales. 

Pour completer, montrons que le faisceau A;-rcgulu quasi-coherent J^'' = 
TZ^ (E) J~ induit est bien engendre par ses sections globales, pour k un entier 
naturel. On montre meme plus : le faisceau J- est isomorphe a TZ^ en exhibant 
une section globale de T'' qui ne s'annule jamais. Soit s la section regulue 
globale de L definie par 



•So = -r^T"^ — ^ et si 



{x^ + ipY p 

ou (. est le plus petit entier > {k + l)/2. La fonction Sj est bien A;-regulue sur Ui 
et non nulle, pour i = 0, 1. Le faisceau /c-regulu J- est done isomorphe a TZ^. 
En particulier, il est engendre par ses sections globales. 

II suit du Theoreme A de Cartan version /c-regulue, que le foncteur "sections 
globales" est exact sur les faisceaux fc-regulus quasi-coherents sur R". D'ou le 
la version A;-regulue du Theoreme B de Cartan : 

Theoreme 4.36. Soient n et k des entiers naturels. Soit T un faisceau k- 
regulu quasi- coherent surR". Alors, 

H\IV,J^) = 

pour tout i 0. □ 

Varietes fe-regulues afHnes. Soit F un sous-ensemble fc-regulument ferme 

de R". La topologie k-regulue sur F est la topologie induite par la topologie k- 
regulue de R". Soit X le faisceau d'ideaux de TZ'^ des fonctions s'annulant sur F. 
Le faisceau quotient TZ^/I possede un support egal a F, et est done un faisceau 
sur F, le faisceau des fonctions k-regulues sur F, note TZp. Soit U un ouvert 
/c-regulu de F. Une fonction k-regulue sur F est une section du faisceau TZp. En 
particulier, une fonction fc-regulue sur F est une section globale du faisceau Tip 
sur F. 

Proposition 4.37. Soit n un entier naturel et k un entier surnaturel. Soit F 
un ferme k-regulu de R", et U un ouvert k-regulu de F. Soit V un ouvert 
k-regulu de R" tel que V {^F = U . Si f est une fonction k-regulue sur U , alors 
il existe une fonction k-regulue g sur V dont la restriction a U est egal a f. 

Demonstration. Montrons I'enonce d'abord au cas ou k est fini. On a une suite 
exacte de faisceaux quasi-coherents 
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sur R". D'apres la version A;-regulue du Theoreme B de Cartan, on en deduit 
une suite exacte 

Comme TZ'^{V) = TZp{U), il existe bien une fonction A;-regulue g sur V dont 
la restriction a U est egale a /, pour toute fonction / A;-regulue sur U, lorsque 
k est fini. 

II nous reste a montrer I'enonce lorsque k = oo. Soit / done une fonction 
reguliere sur U. II existe des fonctions polynomiales p et q sur R" telles 
que f{x) = p{x)/q{x) pour tout x G C/. Soit s une fonction polynomiale 
sur R" dont Tensemble des zeros est egal a F. L'ensemble des zeros de la 
fonction polynomiale + est contenu dans le ferme de Zariski G = F \ U . 
La fonction definie sur R*^ \ G par 

^ p{x)q{x) 
^^^^ q\x) + s^{x) 
est bien reguliere, et son restriction a U est egale a /. □ 

Corollaire 4.38. Soit n un entier naturel et k un entier surnaturel. Soit F 
un ferme k-regulu de R". Si f est une fonction k-regulue sur F, alors il existe 
une fonction k-regulue g sur R" dont la restriction d F est egale d f . Plus 
precisement, V application de restriction de 7^'^(R") dans TZ^{F) induit un 
isomorphisme 

7^''(R")/X(F) ^ 7^''(F). □ 

Remarque 4.39. D'apres le corollaire precedent, les fonctions /c-regulues telles 
que nous venons de les definir sur des sous-ensembles fermes fc-regulus coin- 
cident avec les fonctions «hereditarily rational» de Kollar [15], lorsque k = 0. 
L'exemple |15| Ex. 2] d'une fonction rationnelle continue sur une surface singu- 
liere dont la restriction a I'axe des z n'est pas rationnelle n'est pas une fonction 
regulue. 

Soit F un sous-ensemble A:-regulument ferme de R". La paire (F,7^^) est 
un espace localement annele en R-algebres. Une variete k-regulue affine est 
un espace localement annele en R-algebres isomorphe a {F, TZp) pour un 
certain ferme A;-regulu de R", ou n est un entier naturel. Un morphisme entre 
varietes A;-regulues affines est un morphisme d'espaces localement anneles en 
R-algebres. 

Corollaire 4.40. Soient m et n des entiers naturels et k un entier surnaturel. 
Soient F C R" et G R"* des fermes k-regulus. Une application f : G—^F 
est un morphisme de varietes affines k-regulues si et seulement s'il existe des 
applications k-regulues /i, . . . , /„ sur R™ telles que 

f{x) = {f,{x),...Jn{x)) 

pour tout X (z G. □ 

Soit k un entier surnaturel. Soit (X, O) une variete fe-regulue affine. Soit / 
une fonction fc-regulue sur X, i.e., / est une section globale de O. L'ensemble 
des zeros de / dans le spectre SpecO(X) est note V(/), i.e., 

V(/) = {pGSpecO(X) I /Gp} . 
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Son complement aire est note U{f). Plus generalement, si E est un sous- 
ensemble de 0{X), I'ensemble des zeros communs dans Spec 0{X) des elements 
de E est note V{E), et son complementaire est IA{E). Plus precisement, 

V(^) = G SpecO(X) \EQp} 

et 

U{E) = {p G Spec7^''(F) \E(lp}. 
Comme avant, les sous-ensembles de la forme U{E) constituent une topologie 
sur SpecO(X) [8, Cliapitre 1]. L'espace topologique SpecO(X) est quasi- 
compact. Plus generalement, les ouverts de la forme U{fi, . . . , fm) sont quasi- 
compacts. 

Soit X G X. On note dJtx I'ideal maximal de 0{X) des fonctions A;-regulues 
sur X s'annulant en x. Proposition 14.26] implique alors I'enonce suivant : 

Proposition 4.41. Soit k un entier surnaturel. Soit X une variete k-regulue 
affine. Soit 9Jl un ideal maximal de 0{X). II existe un et un seul x & X tel 
que = an. □ 

Comme dans le cas R", on a une injection 

l: X ^ SpecO{X). 
he Tlieoreme 14.271 se generalise alors ainsi : 

Theoreme 4.42. Soit k un entier naturel. Soit X une variete k-regulue 
affine. L'application t ci-dessus induit une bijection entre I'ensemble des sous- 
ensembles fermes de SpecC'(X) et I'ensemble des sous-ensembles fermes de X. 
Plus precisement, pour tout sous-ensemble ferme F de X il existe un et un seul 
ensemble ferme G de SpecO(X) tel que F = l~^(G). □ 

Pour les ouverts cela donne I'enonce suivant : 

Corollaire 4.43. Soit k un entier naturel. Soit X une variete k-regulue affine. 
Soit U Q X un ouvert. II existe un et un seul ouvert V de SpecC'(X) tel que 
ri{V) = U. □ 

On a encore : 

Corollaire 4.44. Soit k un entier naturel. Soit X une variete k-regulue affine. 
Tout ouvert de SpecO{X) est de la forme U{f), pour une certaine fonction 
k-regulue sur X . □ 

Comme auparavant, on identifiera X avec son image dans SpecO(X) via 
l'application t. 

Corollaire 4.45. Soit k un entier surnaturel. Soit X une variete k-regulue 
affine. La restriction du faisceau structural sur SpecO{X) d X s'identifie avec 
le faisceau O. □ 

Soit M un 0(X)-module. Le faisceau M sur le schema SpecC'(X) induit 
encore par restriction un faisceau M sur X. Pour un ouvert U de X, on a 

M{U) = Mf 

lorsque k est fini, oil / est une fonction /c-regulue sur X avec = U . 
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Un faisceau k-regulu sur X est un faisceau en O-modules sur X. Soit J-" 
un faisceau /c-regulu sur X. On dira que le faisceau T est quasi- coherent s'il 
existe un recouvrement de X par des ouverts /c-regulus Ui, i ^ I, tels que, pour 
tout i, il existe un C'(C/j)-module Mj avec Mj isomorphe a J~\Ui- 

La version /c-regulue du Theoreme A de Cartan implique alors I'enonce 
suivant : 

Theoreme 4.46. Soit k un entier naturel. Soit X une variete k-regulue affine. 
Le foncteur qui associe a un 0{X)-module M le faisceau M est une equivalence 
de categories sur la categoric des faisceaux k-regulus quasi- coherents sur X. Le 
foncteur reciproque est le foncteur "sections glohales" . En particulier, le 
faisceau M est engendre par ses sections glohales. □ 

De meme, on a une version A;-regulue du Theoreme B de Cartan pour les 
varietes /c-regulues affines : 

Theoreme 4.47. Soit k un entier naturel. Soit X une variete k-regulue affine. 
Soit T un faisceau k-regulu quasi- coherent sur X . Alors, 

H\X,T) = 

pour tout i ^ 0. □ 

En particulier les theoremes 14.461 et 14.471 s'appliquent pour tout /c G N 
lorsque X est une variete reelle algebrique affine singuliere. L'enonce est alors 
en tout point identique au cas algebriquement clos ! Cf. fH Chapitre 12]. 



5. Ensembles regulument fermes 

Le but de cette section est de determiner les sous-ensembles /c-regulument 
fermes de R" pour k et n des entiers naturels. Ceci fait, si F est un sous- 
ensemble /c-regulument ferme de R" (par exemple si F est une sous-variete 
reelle algebrique de R"), on saura caracteriser les sous-ensembles /c-regulument 
fermes de F via la topologie induite. 

Ensembles algebriquement constructibles. On dit qu'un sous-ensemble 
semi- algebrique de R" est algebriquement constructible s'il appartient a I'al- 
gebre booleenne engendre par les sous-ensembles Zariski fermes de R". Ces 
ensembles forment une categoric constructible, de la meme maniere que les 
ensembles symetriques par arcs. En particulier la topologie pour laquelle les 
fermes sont les ensembles algebriquement constructibles fermes (au sens de la 
topologie euclidienne) est noetherienne. On renvoie a |22| [2T| pour une intro- 
duction aux categories constructibles. 

Le but de cette section est de montrer que les sous-ensembles /c-regulument 
fermes de R" coincident avec les sous-ensembles algebriquement constructibles 
fermes de R". On commence par deux resultats precisant la place des points 
reguliers ainsi que la dimension d'un ensemble /c-regulument ferme vis-a-vis de 
son adherence de Zariski. 

Si E est un sous-ensemble de R", on notera dans la suite E I'adherence 
de E dans R*^ pour la topologie euclidienne. 
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Theoreme 5.1. Soit I un ideal premier de 7^'^(R"). On note J = I H 
R[Xi,...,X„] et on suppose que J est principal i.e. J = (s) avec s € 
R[Xi, . . . ,Xn] irreductihle. On note V I'ensemble Z{J) et Vfeg I'ensemble des 
points lisses de V . Alors 

T^"'' c z{I) = {x G R"| I c m^} = {xe R"| fix) = V/ e /}. 

Demonstration. Les fonctions de 7^''(R") etant continues, il est suffisant de 
montrer que 

Vreg ^ Z{I) = {X € R"| / C m.^} . 

Pour X E Vregi on doit montrer que / C 5Jt^.. Supposons I'existence de 
f ^ I telle que / QJTa;, c'est-a-dire f{x) ^ 0. On ecrit / = | avec 
p,q & TilXi, . . . , Xn] premiers entre eux. On obtient alors 

p = q.f e I nR[Xu ... ,Xn] = J = is) 

et done p = r.s avec r € R[Xi, . . . Ceci implique que p s'annule 

identiquement sur V, i.e. V C Z{p). Le Lemme [4.91 nous montre que J = (s) 
est un ideal reel et par consequent dim (V = Z{s)) = n — 1 [4, Thm. 4.5.1]. On 
en deduit que dim Z(j)) = n — 1. Comme Z{q) C Z{p) (car / € 7^'^(R")) on a 
aussi q{x) = car f[x) ^ 0. On salt que dim Z{q) < n — 2 par la Proposition 
13.51 Comme x € V^eg, il existe un voisinage ouvert semi-algebrique de x dans 
V C Z{p) de dimension n — 1 Ul Prop. 3.3.10]. On note A le semi-algebrique 
Z{p) \ Z{q). D'apres ce qu'on a dit precedemment, le point x est un point 
adherent a A. Le lemme de selection des courbes [3] Thm. 2.5.5] pour le semi- 
algebrique A nous fournit une fonction semi-algebrique h : [0, 1] R" telle que 
h{0) = X et h{]0, 1]) C A. Par consequent f o h: [0, 1] ^ R est une fonction 
semi-algebrique continue telle que (/ o /i)(]0, 1]) = et (/ o h){0) ^ 0, ce qui 
contredit la continuite de /. □ 

On evalue maintenant la dimension d'un ferme regulu vu comme un ensemble 
semi-algebrique, c'est-a-dire la dimension de son adherence de Zariski. 

Proposition 5.2. Soit I un ideal radical de Tl^(R"-) et J = /nR[Xi, . . . , Xn] 
sa trace sur les polyndmes. On note V I'ensemble Z(J). Alors 

Z{lf^' = V 

Zar 

oil Z{I) est I'adherence pour la topologie de Zariski de Z{I). En particulier 
dim Z[I) = dim V . 

Zar 

Demonstration. Posons V = Z{I) . Alors V' est inclus dans V car V est un 
ferme de Zariski contenant Z{I). 

Supposons maintenant que V' soit strictement inclus dans V. Alors I{V') = 
I{Z{I)) contient strictement I{V), sinon Z{I{V')) = V = Z{X{V)) = V. Par 
consequent il existe p G I{V') tel que p ^ I{V). Mais p est une fonction regulue 
qui s'annule identiquement sur Z(I) et done, par le Nullstellensatz regulu, 

pGX^o(z(/))nR[Xi,...,x„] = /nR[Xi,...,x„] = J. 

Par consequent p{V) = 0, et done p appartient a I{V), en contradiction avec 
le choix de p. □ 
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Dans la cas du plan, on pent construire d la main une fonction regulue 
qui separe les points isoles de I'adlierence euclidienne des points reguliers 
d'une courbe, demontrant au passage que I'adherence au sens de la topologie 
euclidienne des points reguliers de la courbe est un ensemble regulument ferme. 

Proposition 5.3. Soit I un ideal premier de 7^'^(R^). Soit J = I nUlXi, X2] 
et notons V V ensemble Z{J). On note aussi l^eg I' ensemble des points lisses 

deV etW = Alors 

W = Z{I) = {x G R2| / C gjl^} = {x G R2| f{x) = V/ G /}. 

Demonstration. Si J = (0) alors / = (0) et le resultat est evident. Si J est 
maximal, le Corollaire 14.261 donne le resultat voulu. 

On suppose done que J est de hauteur 1, c'est-a-dire J = [s) avec 
s G R[Xi,X2] irreductible. Ainsi V = Z{s) est une courbe algebrique affine 
irreductible. L'ideal J etant reel, on a X[Z{J)) = J. L'inclusion 

W C Z{I) 

provient du Theoreme 15.11 Comme J C /, on obtient par ailleurs Z{I) C 
Z{J) = V. En resume, on a les inclusions suivantes 

W C Z{I) C V. 

Pour terminer la preuve, pour tout x V \ W on doit trouver f I telle que 
f{W) = et verifiant f{x) / 0. 

Soit X G y Supposons x egal a I'origine O pour simplifier les notations. 
Alors O est un zero isole de s. II existe done un disque ferme B centre en O tel 
que O soit I'unique zero de s dans B. En utilisant I'inegalite de Lojasiewicz pour 

X1+X2 et dans B, il existe un entier strictement positif N tel que — — ^ ^ 

2 

s'etende de fagon continue par en O dans B. On pose / = g2_^^x'^+x'^)^'^ ' 
La fonction / est clairement continue en dehors de O et pent etre etendue de 
maniere continue par 1 en O car 

lim ^ ^ ^ — = 0. 

{Xi,X2)^0 s^ 

Par consequent / G TZ^i^^) et la restriction de / a Vreg est identiquement 
nulle puisque la restriction de f kV \ {O} est identiquement nuUe. Comme / 
est continue on a aussi fiyV) = 0. II reste done a montrer que / appartient a 
/. Deja 

{s^+{[xi+xirf).f^i, 

et puisque / est un ideal premier, au moins un des deux termes du produit 
appartient a I. Supposons qu'il s'agisse du premier, c'est-a-dire 

{s^ + {{xl + G / n R[Xi, X2] = J. 

Alors {Xl + Xl)^ appartient a J car J est un ideal reel. L'ideal J etant de 
plus premier, on en deduit que Xf + X| G J. Mais alors Xi G J et X2 G J en 
invoquant une nouvelle fois la realite de J. On en deduit que J est maximal, 
en contradiction avec notre hypothese. Par consequent / appartient a /, ce qui 
termine la preuve de la proposition. □ 
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En particulier, on constate que les courbes 0-regulument fermees du plan 
sont des ensembles Zariski constructibles fermes. On montre ci-dessous que 
c'est en fait le cas pour tout ensemble k-regulu. 

Theoreme 5.4. Soit k un entier naturel. Les sous- ensembles k-regulument 
fermes de R" coincident avec les sous- ensembles algehriquement constructibles 
fermes de R". 

Demonstration. On salt deja que tout ensemble fc-regulument ferme de R" 
est algebriquement constructible d'apres le Corollaire 13.211 On montre la 
reciproque par recurrence sur la dimension. 

En dimension nuUe, le resultat est clair. Soit C un sous-ensemble algebri- 
quement constructible ferme de R". On pent supposer que C est irreductible, 
autrement dit que son adherence de Zariski V est une sous variete reelle alge- 
brique irreductible de R", quitte a raisonner composante par composante. On 
note Z la reunion des composantes algebriquement constructibles de V de di- 
mension strictement plus petite que V . Ainsi V = CUZ.ll existe une fonction 
fe-regulue g definie sur R" telle que Z{g) = Z par hypothese de recurrence. 
Par ailleurs, soit / une fonction reguliere sur R" telle que Z{f) = V. D'apres 

JV 

le Lemme I4.2| il existe un entier naturel tel que la fonction jj- , /c-regulue 
sur 'D{f), se prolonge par sur 'D{f) U Z en une fonction /c-regulue. Posons 

, _ f 

f2+g2N- 

Alors la fonction h est A;-regulue sur T>{g), et s'annule sur C T>{g). On la 
prolonge par 1 sur Z. Elle est alors A;-regulue en dehors de Zfl C par choix de 
A^. L'ensemble ZflC est algebriquement constructible de dimension strictement 
plus petite que C, il existe done une fonction /c-regulue I telle que ZCiC = Z{1) 
par hypothese de recurrence. D'apres le Lemme [4. H il existe alors un entier A^' 
tel que la fonction h soit /c-regulue sur R". Elle satisfait h) = C, ce 

qui fait de C un ensemble /c-regulument ferme. □ 

Corollaire 5.5. Pour k et k' des entiers naturels, les topologies k-regulue et 
k'-regulue sont equivalentes. 

Maintenant qu'on a identifie les fermes /c-regulus avec les ensembles alge- 
briquement constructibles fermes, on pent etablir une reciproque au Corollaire 

Em 

Proposition 5.6. Soit F un sous-ensemble semi-algebrique de R". Alors F 
est un sous-ensemble algebriquement constructible de R" si et seulement s'il 
existe une composition d'eclatements d centres lisses 

(/.: R" R" 

telle que I'image reciproque (f)^^{F) est Zariski fermee dans R". 

Demonstration. On salt qu'un sous-ensemble constructible de R" pent devenir 
Zariski ferme apres eclatements en combinant le Theoreme 15.41 et le Corollaire 
13.171 Reciproquement, remarquons qu'il suffit de traiter le cas d'un seul 
eclatement, et raisonnons par recurrence sur la dimension de F. 
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Soit F un sous-ensemble semi-algebrique de tel que (j) ^{F) soit un 



le long du centre C, avec diviseur exceptionnel E. On peut supposer que 
V = cl)~^{F) est irreductible, quitte a raisonner composante par composante. 
Notons deja que F est ferme pour la topologie euclidienne de R" comme 
image d'un sous-ensemble (Zariski-)ferme par une application fermee. De plus 
</> est un isomorphisme entre V \ E et F \ C, done F \ C est algebriquement 
constructible. Par ailleurs F D C est un ensemble semi-algebrique ferme qui 
a pour image reciproque par (J) I'ensemble Zariski ferme V D E, done F f] C 
est constructible par liypotliese de recurrence, a condition que F f] C soit de 
dimension strictement plus petite que F. Si ce n'est pas le cas, alors V est 
inclus dans E par irreductibilite de V et done F est inclus dans le centre C. 
En particulier, F est un sous-ensemble Zariski ferme de C. □ 

Decomposition en ensembles symetriques par arcs. On salt qu'un sous- 
ensemble /c-regulument ferme de R" est un sous-ensemble algebriquement 
constructible ferme d'apres le Theoreme 15.41 En particulier, un ensemble 
/c-regulument ferme irreductible est egal a la composante algebriquement 
constructible de dimension maximale de son adherence de Zariski. Le but de 
cette section est de decrire cette composante algebriquement constructible de 
dimension maximale en terme d'ensembles symetriques par arcs. 

Proposition 5.7. Soit V une sous-variete algebrique irreductible de R" de 
dimension d. Soit S un sous- ensemble semi-algebrique de V de dimension d 
et soit f E 7^'^(R") s'annulant identiquement sur S. Alors f s'annule iden- 
tiquement sur la reunion W des composantes ATZ-irreductibles de dimension 
maximale de V . 

Pour autant, il se peut que / s'annule sur strictement plus que W comme 
on le verra dans I'exemple 15.121 

Demonstration de la Proposition 15. 71 La fonction / reste regulue en restriction 
a V (cf. Remarque I4.39p . II existe done une composition d'eclatements a 
centres lisses (p : V ^ V, avec V une variete reelle algebrique irreductible 
non singuliere, telle que f o (j) soit reguliere sur V d'apres le Theoreme 13.111 

Comme S est de dimension d, la fonction reguliere fo(p s'annule sur un sous- 
ensemble Zariski dense de V, done sur V qui est irreductible. Alors / s'annule 
sur les points reguliers de V, done aussi sur W car Z{f) est un ensemble 
symetrique par arcs. □ 

Soit E un ensemble semi-algebrique de R". D'apres [21, Cor. 2.15], I'in- 

tersection des ensembles symetriques par arcs contenant E est un ensemble 

— ATZ 

symetrique par arcs de meme dimension que E, et note E . De meme, on 


note E I'adherence de E pour la topologie algebriquement constructible (ou 
la topologie regulue). 

On generalise maintenant le Theoreme 15.11 au cas non principal en utilisant 
la theorie des ensembles symetriques par arcs. 

Proposition 5.8. Soit I un ideal premier de 7^'^(R"). On note J = I f] 
R[Xi, . . . ,Xn] et V I'ensemble Z{J). On note aussi T^eg I'ensemble des points 



sous-ensemble Zariski ferme de R' 



avec 
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lisses de V et W la reunion des composantes AlZ-irreductihles de V de 
dimension d, ou d = dim V. Alors 



-An 



Keg =VFC2(/). 

AH 

Demonstration. Notons deja que I'adherence symetrique par arcs 
egal a W d'apres \21\ Thm. 2.21, Lem. 2.22]. On sait que est un sous- 

ensemble algebriquement constructible ferme de V d'apres le Theoreme 15.41 
de dimension maximale d'apres la Proposition 15.21 Comme V est irreductible, 
2(1) est done egal a I'unique composante algebriquement constructible irre- 
ductible de dimension maximale de V, et en particulier 2(1) contient W. □ 

Corollaire 5.9. Soit I un ideal premier de 7^'^(R"). On note J = I Ci 
R[Xi, . . . On note V I'ensemble 2(J) et Vreg I'ensemble des points lisses 

de V . Alors 

2(1) = T^^. 

On poursuit I'etude des relations entre les fonctions regulues sur une variete 
reelle algebrique et celles sur la reunion de ses composantes ^ 7^-irreductibles 
de dimension maximale. 

Proposition 5.10. Soit V une sous-variete algebrique irreductible de Ti^. On 
note W = Vreg IcL reunion des composantes ATZ-irreductibles de dimension 
maximale de V. Alors 

X7,o(W)=X^o(I4eg) 

est un ideal premier de 7^'^(R"). 

Demonstration. Si / G X-;^o(14eg) alors / € Ino(W) car 2(f) est un ensemble 
symetrique par arcs. On a done I'jio(W) = Ino(Vreg)- 

Solent f et g deux fonctions regulues telles que le produit f.g s'annule 
identiquement sur T^eg- Les fonctions f et g restent regulues en restriction 
a V d'apres la Remarque I4.39| il existe done une composition d'eclatements a 
centres lisses (j) : V ^ V telle que f o(j) et g o (p soient regulieres sur V , avec V 
une variete reelle algebrique irreductible non singuliere, d'apres le Theoreme 
13.111 Le produit de fonctions regulieres (f o (t))-(g o s'annule identiquement 
sur la variete irreductible V . On pent done conclure que, par exemple, f o (j) 
s'annule identiquement sur V et done / s'annule identiquement sur T4eg i-e. 
/ G X7jo(Vreg), ce qui termine la preuve. □ 

Proposition 5.11. Soit V une sous-variete algebrique irreductible de R". On 
note W = Vreg lo- reunion des composantes ATZ-irreductibles de dimension 
maximale de V . Si V = W (en particulier si V est lisse), alors V est un 
ensemble regulument ferme et regulument irreductible. 

Demonstration. Comme les fonctions regulieres sont regulues, V est un ferme 
regulu. De plus V = W done I'ideal I']^o(W) = I']^o(V) est un ideal premier 
par la Proposition 15.101 

Supposons que V soit la reunion U V2 de deux fermes regulus non-vides. 
D'apres le Theoreme 14.211 il existe des fonctions regulues /i,/2 telles que 
Vi = 2(fi) et V2 = 2(f2). Alors le produit /1./2 appartient a I'ideal premier 
Xjioiy) et on en deduit que V ouV ^¥2. □ 



42 



G. FICHOU, J. HUISMAN, F. MANGOLTE, J.-P. MONNIER 



Soit V C R" une sous-variete algebrique irreductible. On note W = T^eg 
la reunion des composantes ^ 7^-irreductibles de dimension maximale de V. 
La meme preuve que celle de la proposition precedente montre que W est un 
ensemble regulument irreductible. Mais ce n'est pas en general un ensemble 
regulument ferme. 

Exemple 5.12. On considere la sous-variete algebrique irreductible V de = 
R^ X R^ de dimension 2 donnee par les equations 

Ux + 2)(x + l)(x - l)(x - 2) + y2 = ; 
I = xv'^ . 

Cette variete est un ensemble regulument irreductible. 





Figure 2. Un ferme regulument irreductible. 

Sur la figure, on a represente la fibre de (x, y, u, v) i— )> (x, y) au dessus 
de chaque point des deux composantes connexes de la courbe hyperelliptique 
d'equation (x + 2)(x + l)(x — l)(x — 2) + = 0. Au dessus de I'un des ovales 
la fibre est un point, alors qu'au dessus de I'autre ovale, la fibre est formee de 
deux droites secantes. 

La variete V possede deux composantes connexes W et Z, avec W I'unique 
composante symetrique par arcs irreductible de dimension 2 de V. Le lieu 
singulier de V est la courbe hyperelliptique C d'equations (x + 2)(x + l)(x — 
l)(x - 2) + y2 = et u = V = 0, possedant deux composantes connexes Z 
et Y avec Y C W. On suppose que W est un ferme regulu. II existe done 
/ € 7^''(R^) telle que Z{f) = Vl^ et par consequent / s'annule identiquement 
sur Y mais pas sur Z. Une telle fonction ne peut exister par la Proposition 15.71 
en considerant sa restriction aC = ZLiY. 

Les resultats precedents permettent de determiner la dimension de Krull de 
I'anneau 7^'^(R") pour A; € N. 

Proposition 5.13. Soit A: € N. L'espace topologique R" est de dimension n 
pour la topologie regulue. L'anneau n^(W) est par consequent de dimension 
de Krull n. 

Demonstration. Soit 

Wo C VUi C . . . C Ty„ C R" 

une suite d'inclusions de fermes regulus irreductibles avec m > n. Pour 
z = 0, . . . , m, on note /j = Z^o(Wi), Ji = liCi R[xi, . . . , x„] et Vi = Wi . On 
a dim Wi = dim Vi et de plus Vi est irreductible pour la topologie de Zariski 
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car Vi = Z{Ji) d'apres la Proposition 15.21 (I'ideal Jj est bien un ideal premier). 
On obtient done une suite d'inclusions de fermes de Zariski irreductibles 

Vb c ^1 c . . . c y„ c R". 

Puisque R" est de dimension n pour la topologie de Zariski, il existe i G 
{0, . . . ,m — 1} tel que Vi = L'ensemble S = Wj+i \ Wi est un ouvert 

regulu de VFj+i, il est done dense dans Wj+i pour la topologie regulue. On 
en deduit que Wj+i est le plus petit ferme regulu contenant S. Un ferme de 
Zariski etant un ferme regulu, un ferme de Zariski contenant S contient aussi 
Wj+i done Vi+i. Par consequent S = Fj+i et dim S = dim 14+1. D'apres le 
Theoreme 15.81 (^)reg = iYi+ijreg ^ Wi et par consequent S est contenu dans 
le lieu singulier de T^+i qui est un ferme de Zariski de dimension strictement 
inferieure a celle de Vi+i, ce qui fournit une contradiction. La dimension regulue 
de R" est done inferieure a n. II est clairement possible de construire une suite 
d'inclusions 

Vo £ 14 c . . . c K = 

de fermes de Zariski irreductibles lisses. D'apres la Proposition 15.111 les Vi 
sont des fermes regulus irreductibles ce qui prouve que la dimension regulue 
de R" est bien n. Soit A; € N. On rappelle que les topologies /c-regulue et 0- 
regulues coincident. En utilisant le Nullstellensatz fe-regulu, on en deduit que 
la dimension de Krull de 7^'^(R") est n. □ 

Exemples 5.14. On considere trois exemples (les deux premiers sont classiques). 
• Le parapluie de Whitney : 

Considerons la sous-variete V d'equation zx'^ = y"^ dans Le 
parapluie V est un ensemble regulument ferme et verifie la relation 
V = Keg ■ Par la Proposition 15. Ill c'est un ensemble regulument ferme 
et irreductible. 




Figure 3. Parapluie de Whitney. 

• Le parapluie de Cartan : 

Considerons la sous-variete V d'equation zix^ + y^) = de R^. 
La decomposition de V en ensembles 7^-irreductibles est W U Z o\\ 
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W = Vj-eg est la toile du parapluie et Z est le manche. L'ensemble 

3 

W est regulument ferme car W = Z{f) avec f = z — j^ipp-- Par la 
Proposition 15.101 W est regulument irreductible. L'ensemble Z est un 
ensemble regulument ferme car Z = Z{x^ + V^)- L'ensemble V est done 
un ensemble regulument ferme et non-regulument irreductible. 




Figure 4. Parapluie de Cartan. 



• Un parapluie cornu : 

Considerons la sous-variete V d'equation s{x,y,z) = + — + 
yz^) = + + y'^z'^ + y^z^ — ly^z^ = de R^. La decomposition de V 

en ensembles 7^-irreductibles est W \J Z o\xW = T4eg est la corne 
du parapluie et Z est le manche. L'ensemble W est regulument ferme 
car W = Z{f) avec / = -z^ ^2^^^i^^2^4 ■ Par la Proposition 15.101 W est 
regulument irreductible. Le manche Z est un ensemble regulument ferme 
car Z = Z{x'^ + y^). Comme pour le parapluie de Cartan, l'ensemble V 
est done un ensemble regulument ferme et non-regulument irreductible. 

On enonce maintenant un theoreme qui resume ce qui precede. 

Theoreme 5.15. Les fermes irreductibles regulus de R" sont les ensembles du 
type 

oil Vreg designe l'ensemble des points lisses d'une variete reelle algebrique 
irreductible V C R". 

Le resultat suivant permet de construire de fagon algorithmique le plus petit 
ferme algebriquement constructible contenant les points reguliers d'une variete 
reelle algebrique affine et done de caracteriser les fermes irreductibles regulus 
de R". 

Proposition 5.16. Soit V C R" une sous-variete reelle algebrique irreduc- 
tible. Soit W la reunion des composantes symetriques par arcs de dimension 
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Figure 5. Un parapluie cornu. 



maximale de V . Soit Z une composante symetrique par arc irreductible de di- 
mension strictement plus petite que V . Si 

dimZ^'"' = dimZ, 

(J 

alors Z est dans W . 

Remarque 5.17. La reciproque de la Proposition 15. 16l est fausse, voir I'Exemple 

Em 

Demonstration de la Proposition 1 5. i 6l Notons que I'adherence de Zariski de Z 
forme une variete reelle algebrique irreductible de meme dimension que Z. Soit 
/ une fonction regulue definie sur R" et s'annulant sur W. Par hypothese, 
la fonction / s'annule sur un ensemble semi-algebrique S = Z H W de 
meme dimension que Z , done sur Z aussi d'apres la Proposition 15.71 
Par consequent Z appartient a I'adherence pour la topologie algebriquement 
constructible de VK. □ 

On decrit maintenant de maniere algoritlimique I'unique composante al- 
gebriquement constructible irreductible de dimension maximale d'une variete 
reelle algebrique afiine en termes d'ensembles symetriques par arcs irreduc- 
tibles. Soit V C R" une sous- variete reelle algebrique affine irreductible de 
dimension d. On note 

la decomposition de V en sous-ensembles symetriques par arcs irreductibles, 
avec dimZj = i pour j € /j. On note W la reunion des composantes 
symetriques par arcs de dimension maximale de V . 
Soit j £ Id-i- 

(1) Si Zj~^ satisfait la condition de la Proposition 15 . 16l alors Zj^^ C w'^ . 

(2) Sinon, Zf'^ n'est pas tout entier contenu dans W . Neanmoins, un 
sous-ensemble symetrique par arcs de Zj~^ pent etre contenu dans 
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W . L'intersection ZJ"^ n W est un ensemble symetrique par arcs de 
dimension au plus d — 2, et on rajoute les composantes symetriques par 

— 1 — 1 ^'•''^ 

arcs irreductibles de son adherence de Zariski Z-~V\W a celles de 
dimension au plus d—2 de V . Procedant de meme pour tout j G -^d-ii on 
obtient ainsi une reunion d'ensembles symetriques par arcs irreductibles 
de dimension au plus d — l 

oil est un ensemble d'indices fini contenant Jj. 

Notons W"^ la reunion de W et des composantes Zj~^, pour j G Id-ii 
satisfaisant la condition de la Proposition 15.161 On renouvelle maintenant les 
operations (1) et (2) avec W'^ a la place de W et en considerant les indices 
j appartenant a /J_9. Ainsi, on construit pas a pas, en au plus d — 1 etapes, 
I'adherence pour la topologie algebriquement constructible de W. 

Exemple 5.18. On modifie legerement I'exemple 15.121 de la fagon suivante. 
On considere la sous-variete algebrique irreductible V' de de dimension 3 
donnee par les equations 

'{x + 2){x + l)(x - l)(x - 2)(x - 4)(x - 5) + = ; 
< w"^ + u'^ = xv"^ ; 

Notons C la courbe donnee par les equations de V' en faisant t = u = v = 
w = 0. La decomposition en sous-ensembles symetriques par arcs irreductibles 
de V est de la forme V' = Z[ L) Z2 L) W avec Z[ I'ovale de C contenant le 
point de coordonnees (—2,0,0,0,0,0), Z2 la surface contenant I'ovale de C 
contenant le point de coordonnees (1, 0, 0, 0, 0, 0), et W la partie de dimension 
trois contenant le dernier ovale de C. 




Figure 6. Une chaine d'ensembles symetriques par arcs. 

Soit T G R[x, y, t, u, v, w] I'equation d'un tore contenant en son interieur 
I'ovale C n W (c'est-a-dire I'ovale de droite sur le dessin). On suppose de 
plus que T est negatif a I'interieur du tore et positif a I'exterieur (cf. Example 
3.2.8 dans On definit alors V dans R^, en ajoutant une variable s, par les 
equations de V auxquelles on rajoute I'equation = T. 

La variete V ainsi obtenue forme un revetement double de V a I'exterieur 
du tore, et efface la partie a I'interieur du tore. Notons W la partie symetrique 
par arcs de dimension maximale de V. Soit Zi une composante symetrique par 
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arcs de dimension un de V s'envoyant sur I'ovale Z[ (de gauche sur le dessin) 
de la courbe C par le revetement. L'adherence de Zariski de Zi, formee de 
quatre ovales vivant au dessus des ovales Z[ et fl C de la courbe C, ne 
rencontre pas W par construction de V. Ainsi Zi ne satisfait pas I'liypotliese 
de la Proposition 15.161 Pour autant, Zi est bien dans l'adherence pour la 
topologie algebriquement constructible de W. En effet, les deux composantes 
symetriques par arcs de dimension deux de V satisfont les hypotheses de la 

Proposition 15.161 puisque = V' ri{t = 0}, et done font partie de W . 

Notons Z2 leur reunion. Alors l'adherence de Zariski de Zi rencontre Z2 le long 
d'une courbe, done d'apres la Proposition 15.161 Zi est dans l'adherence pour 
la topologie algebriquement constructible de Z2, done dans celle de W. 
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